RAPPEL CPGE 2
|LES FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME NEPER]EN|
1 — EXISTENCE ET PROPRIETES DE LA FONCTION EXPONENTIELLE :

1) Définition : Il existe une unique fonction dérivable sur R telle que ' = f et f(0) = 1. Cette fonction est appelée fonction
exponentielle et on la note exp.

Remarque : Pour tout x, (exp)/ (x) = exp(x) , exp(O) =1 et exp(x)=0

2) Propriétés : Pour tous réels x et y et tout relatif n :

a) exp(x+y)=exp(x)xexp(y) b) exp(—x)= expl(x)
¢) exp(x—y)= exp (x) d) exp(nx):[exp(x)r.

exp(y)

3) La notation d’Euler :

a) Le nombre e : On appelle e le nombre e = exp (1). A la calculatrice, e ~ 2,718 au centiéme. C’est un irrationnel.

n

b) La notation puissance : En prenant la propriété d) pour x = 1, on obtient pour tout entier relatif n : exp (n) = [exp (1)]" =e".

On généralise pour tout x réel : exp(x)=e*.

c¢) Conséquences : Pour tous réels x et y et tout entier relatif n :

. ! .. L e
i) (e*) =e" i) e’ =1 iii) e =¢e* xe’ iv) e =— v) e =—
e

vi) e™ = (e" )n (par conséquent : pour tout réels x et y, ¥ = (ex )y)

Méthode : Comment transformer une expression quotient comportant des exponentielle a 1’aide d’une autre écriture ?

On peut appliquer plusieurs méthodes équivalentes.
, | « 1 . o . . , . S .
Méthode 1 : On utilise €™ =— oue” =——puis on réalise une mise au méme dénominateur et la simplification des calculs
e

doit nous donner la deuxiéme expression.

Méthode 2 : On multiplie au numérateur et au dénominateur par la méme exponentielle de facon a faire apparaitre celle que
I’on souhaite. Pour cela on utilise la propriété e* xe™ =1.

Méthode 3 : On factorise au numérateur et au dénominateur par la méme exponentielle et aprés simplification de celle-ci, on
obtient I’expression que 1’on souhaite. Pour cela on utilise la propriété e* xe™ =1.

X

. , e 1
Application : Montrer que pour tout réel, = .
I+e* e +1

Démonstration :
1 1 1 X

Méthode 1 : = =—= ©

e+l T+l EE 14l

et et ¢t e’ 1

Méthode 2 : = X = ;= .

1+e* e 1+e* e *+e e +1

, e* e* x1 1

Méthode 3 : = =

1+¢* e"(e%+1) e X +1

Remarque : Cette méthode est essentielle. Elle permet par exemple de débloquer des formes indéterminées pour des limites ou
bien de déterminer des primitives pour calculer des intégrales.
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2 — ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE :
1) Signe : La fonction exponentielle est strictement positive sur R . Pour tout x, ¢* > 0.

2) Variations : La fonction exponentielle est strictement croissante sur R .

3) Limites : lim e* =+4ooet lim e* =0.

X—+00 X——00

&

4) Courbe et tableau de variation : 5
X -o0 +00

4
+00

exp(x)

5) Propriétés diverses :
a)Ordre: e¢* <e"ssi a<b.

b) Egalité : ¢* =e"ssia=b.

Méthode : Comment résoudre une équation ou une inéquation avec de exponentielles ?

Pour une équation ou inéquation classique : On utilise les propriétés de I’exponentielle pour simplifier et on essaye d’avoir une
exponentielle & gauche et une a droite de I’égalité (ou inégalité). Les nombres appliqués aux exponentielles sont alors égaux
(ou se comparent dans le méme sens) et on continue la résolution. On peut aussi exploiter le lien entre exponentielle et
logarithme.

Attention, le signe d’une expression qui comporte une exponentielle doit toujours étre justifié¢ en posant une inéquation que
I’on résout enti¢rement.

On peut résoudre un certain type d’équation ou d’inéquation par changement de variable X = ¢* . Le lien avec la fonction

logarithme est souvent exploité.

x+1 ex _1

. . , _ € X X
Applications : Résoudre : a) "' xe™ " ==—  b) ~>0 c) e +e*-2=0.
e e—e
Démonstration :
ex+1 7 7
a) eMxe M =i o T e o e =t o 2x+6=x-1o 3x=-TSx= 3 La solution estg .
e

b) Il faut construire un tableau de signe. Onrésout e* —1>0<=e¢* 21 x>0 cte—e* 20 e>e* & 12x. Leréel 1 est
une valeur interdite. Construisons un tableau de signes :

X -0 0 1 +00

T T

-1 —_— 0 !
exp(x) = + : +
gxp(1)-exp(x + : —I— ? —_—

t
-1)/ 1)- —_— 0 —_—
(ex J(XA)“)I‘('t\-:‘\xp ) | —I—

Les solutions sont les réels de [0;1] .

¢) ez"+ex—2:O<:>(e")2+e"—Z:O.Onpose X =¢" alors on obtient X* +X-2=0 . A=1+8=9=3">0 .1l yadeux

-1-3

-1 .
+3 =1etX, — - -2 . Revenons a I’inconnue Xx.

solutionsen X : X, =

X

e* =loue® =-2. La deuxiéme équation est impossible car e* >0 pourtoutx. e* =1< x =0 . La solution est 0.
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c¢) Comparaisona 1 : Six <0 alors 0 <e* <1 etsix>0 alors e* >1.

d) Formes indéterminées :

X X

. e ., . .. €
lim — =400 et plus généralement, pour tout ne N, lim —=+oc0.
X—+400 X x—+o00 x"

lim xe* =0 et plus généralement, pour tout ne N, lim x"e* =0.

X——00 X——00

im& 1=
x—0 X

e)Inverse: lim e =0et lim e =+o00

X—+00 X——00

(

f) Dérivées : Soit u une fonction dérivable sur I alors la fonction x — ¢" *) est dérivable sur I et pour tout x de I :

(eu(x))/ =u'(x) xe'™

3 — CREATION ET PREMIERES PROPRIETES DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN !
1) Avec la fonction exponentielle : La fonction exponentielle est un fonction continue et strictement croissante de R vers

]0; +oo[ . Donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout réel y de ]0; +oo[, il existe un unique réel
x dans R tel quee™ =y . (On dit alors que exp est une bijection de R dans ]0; +oo[ ). On note ce réel x =Iny.

Nous définissons alors une nouvelle fonction In de]O; +oo[ vers Rqui a y > 0 associe In y = x : ¢’est la fonction logarithme

népérien (On dit que la fonction logarithme est la bijection réciproque de la fonction exponentielle)

2) Premiéres propriétés :

a) La fonction In est définie sur]0;+00[ , plus généralement, on calcule des logarithmes appliqués a des nombres strictement

positifs. Ceci implique qu’une réflexion sur un ensemble de définition autre que R s’imposera avec des logarithmes.

b) Pour tout réel x de R, ln(ex ) =X.

¢) Pour tout réel x > 0, e =x.
d)lnl=0ectlne=1.

Méthode : Comment déterminer un ensemble de définition associé a une fonction logarithme.

Pour chaque logarithme, on utilise 1’expression avec laquelle il est composé et on pose que ces expressions doivent &tre
strictement positives. Ensuite, on résout les inéquations obtenues. L’ensemble final est I’ensemble intersection de toutes les
solutions trouvées.

Application : Déterminer les ensembles de définitions des expressions suivantes :
A)AX)=Inx+In(2x-1)—In(5-x)

. 1
IDémonstration : Il fautque x >0et2x—1>0et5—x>0alorsx>0etx > 5 et x <5 donc Df = }%;5[ . (Ensemble commun)

b) B(x) =1n [(3x —2)(x + 4)]

Démonstration : Il faut que (3x — 2)(x +4) > 0. Faisons un tableau de signes : (second degré avec a =3 > 0)

3x72:Ossix:£ ;X +4=0ssix=-4.
3 +00

- o - wIN

Bx-2)*(x+4 -+ 0 —

Dy = s —4[ [2r4]

4 — PROPRIETES DE CALCULS :
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1) Relation fonctionnelle : Pour tous réels a et b strictement positifs, In (ab) = In a + In b. (logarithme d’un produit)

2) Conséquence : Pour tous réels a et b strictement positifs et tout entier relatif n,

a) h{lj:—lna. b) ln(%j:lna—lnb. ¢) In(a”)=nxlna.  d 1n\f=%lna

a

3) Généralisation : Si a est un réel strictement positif et si b est un réel quelconque alors : a°® = e,

Meéthode : Comment transformer un logarithme sous une forme plus simple ou demandée.

I1 faut savoir décomposer le nombre appliqué au logarithme en éléments simples (décomposition en facteurs premiers, sous
forme de produit, de quotient ou de puissance. Ensuite, on utilise les formules précédentes.

Application : a) Ecrire In 200 4 I’aide de In 2 et de In 5.

Démonstration : 200 =4x50 = 2% x2x25=2°x5%. Alors ln200:1n(23 ><52):ln(23)+ln(52):3ln2+21n5 i

18¢™
b) Simplifier In| ——— | .
) Simp (12&}

Démonstration :

-2
1n(118263 J:1n18+1ne'2 ~In12-Ine’ =In(2x3’)+(-2)-In(3x2*)-3=2+2In3-In3-2In2-5=In3-In2-5.
c

5 — ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

L . . o1
1) Dérivabilité : La fonction In est dérivable sur ]0; +OO[ et pour tout x > 0, (1n x) =—.
X

2) Continuité : La fonction In est continue sur |0;+o[ . (Elle est dérivable sur |0;+o0[ donc continue sur ]0;-+o0[ )
3) Variations : La fonction In est strictement croissante sur ]O; +oo[ .

4) Limites : lim Inx =+owoet lin& Inx = —o0. (La droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe de la fonction In).
X—>+00 X—>
x>0

5) Tableau de variation et courbe :

+o0

In(x)

Remarque : La courbe de la fonction In et de la fonction exp sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.
6) Propriétés diverses :
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a) Ordre : Ina<Inb ssi a <b. (inéquations)
b) Egalité : Ina =Inb ssi a =b. (équations)
c)Signe: Si0<x<1alors Inx <0 etsix>1alorsInx>0.

Méthode 1: Comment résoudre des équations et des inéquations avec des logarithmes.

Aprées avoir étudié les ensembles de définition, si possible se ramener a un logarithme de chaque coté de ’égalité ou de
I’inégalité. Ensuite, on utilise les propriétés ci-dessus ou la réciprocité avec la fonction exponentielle.

Méthode 2 : Comment étudier le signe d’un logarithme.

Aprés avoir étudié les ensembles de définition, poser une inéquation par rapport a 0 et remplacer O par In 1. Puis appliquer les
propriétés ci-dessus.

Applications :

a) Résoudre In x =1n 6 — In(x — 1). b) Résoudre In [x(x— 1)]=In 6. ¢) Résoudre (ln x)2 —5Inx-14=0.

d) Résoudre In(2-5x)<6 e) Résoudre 2¢™° > 6 . f) Etudier le signe de In (3x — 4).

Démonstration : Il faut que x > 0 et x — 1> 0 donc x > 0 et x > 1 donc Dy = ]1; +oo[. Soyons malins, plutoét que d’utiliser

a , . . s e . o .
Ina—Inb= lng et de créer un quotient, il est judicieux de regrouper du bon c6té pour avoir une addition et utiliser In a + In b.

On peut alors appliquer In(ab).

On a: In[x(x-1)]=In6 alorsx’-x=6 doncx’-x-6=0. A=1+24=25. Deux solutions: x1:¥:3eDEet

1-5 .
X, =——=-2¢ Dg . La solution est 3.
2

b) In [x(x — 1)] = In 6.

Démonstration : Il faut que x(x — 1) > 0. On fait le tableau de signes de x?-x.

X -0 0 1 +00

X*(x-1) + 0 —_ 0 +

Dy = ]-0;0[ U ]1;+00[ . En utilisant la question précédente, les solutions sont -2 et 3.

c) (lnx)z—Slnx—14:0.

Démonstration : Méthode spécifique.
I faut x > 0 donc D = ]O;+oo[. Rappelez-vous la technique du changement de variable. On pose X = In x. On obtient

X?-5X-14=0 . A=25+56=81>0. Il y a deux racines. X, :¥:7 etX, :¥:—2. Revenons a la premicre

inconnue. Inx =7 oulnx =-2. Alorsx =¢’ oux =e > toutes les deux strictement positives.

Il y a deux solutions e’ et e 2.
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d) In(2-5x)<6.

. 2 .
Démonstration : Il faut que 2 — 5x > 0 alorsx < 5 DoncDg = }—oo;%[ . On fait 1n(2—5x) <Ine® alors2—5x <e®donc

6 6
2—¢ 2—¢
<x.Comme

2-e% <5xet

6
< %alors les solutions sont les réels de S = {2 Se ,%{ .

e) Signe de In 3x—4) :

Démonstration : Il faut que 3x —4 > 0 donc x >§ . Dg = :|§;+OO|: .In(3x—4) > Ossiln(3x—4) 2 Inlssi3x—4 > 1
. . 5 . . 4 . .
ssi3x = Sssix 2 3" On fait un tableau de signe sur Dy = —;+00| pour avoir le signe complet.
N 4 5T T o

3 3

I

In(3x-4 _— 0

o  +

7) Formes indéterminées : n est un entier naturel non nul.

. Inx ., . Inx
a) lim — =0 ; plus généralement, lim —=0.
x—+oo X X—+00 Xn

b) lingx Inx =0 ; plus généralement, lirré x"Inx=0.
In (1 + x)

X . .
=1 ;de méme im———==1.
x—=1x —1 x—0 X

Méthode : Comment débloquer une forme indéterminée avec un logarithme.
11 faut faire apparaitre par un calcul, une des trois formes précédentes. Il faut se concentrer « vers quoi » tend le logarithme
selon « vers quoi » tend x.

o . In(x+1) (1Y (1
Application : a) Déterminer lim —— b) Déterminer lim | — | In| — |.
X—>+o0 X X=X X
Démonstration :
In(x+1) In(x+1 In(x+1 In(x+1
a) (x ): (x )Xx+1: (x )xx+1: (x )x[1+lj.Noussavonsque lim(l+lj=1.
X X x+1 x+1 X x+1 X X0 X
) . In(x+1) . WX ... In(x+1)
Six =+ alors X =x+1-—> 4w .donc lim 1 = Xhm ~ =0. Alors par produit, lim ——= =
X—>+0 X+ —+0 X—>+0 X

2
b) PosonsX:l. Si x = +oo alors X:l—>0*.Donc lim (lj 1n(lj=}(irr(1)X2 InX=0.

X—>+0
X X X X X>0

8) Dérivée du logarithme d’une fonction : Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 1. Alors la

fonction In (u) est dérivable sur I et(In (u))’ =4
u

Méthode : Comment dériver le logarithme d’une fonction strictement positive et dérivable sur son ensemble de définition ?

On isole la fonction u appliquée au logarithme et on la dérive. Ensuite, on applique la formule ci-dessus ;

Application : Dériver la fonction définie par f(x)=1In x-1
X —

Démonstration : Cette fonction existe et est dérivable ssi — -1 > 0. Apres I’étude d’un tableau de signe, nous obtenons
X —
D, =]—oo;1[u]2;+oo[ .
-1
- Ix(x=2)=1x(x=1) x-2- - = - -
U= 2" goner = X(x=2) E(X ) _x-2 Xl 12.Alorsf’(x)=(x ) _ L x22_ !
xX=2 (x-2) (x-2)  (x-2) x-1 (x—2) x-1 (x-2)(x-1)
xX—2
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