RAPPEL CPGE 2

[LIMITES DE FONCTIONS, ASYMPTOTES ET BRANCHES INFINIES]

Le but principal de ce chapitre est d’é¢tudier le comportement des valeurs d’une fonction lorsque la variable se rapproche des
bornes de I’intervalle d’étude ou d’une valeur particuliére donnée.

Nous ne reviendrons pas sur les définitions du concept de limite.

Dans toute cette lecon, on considére une fonction f définie sur un domaine D et Cf sa courbe représentative dans un repére.

1 — ASYMPTOTES DIRECTES :

1) Asymptote horizontale : On considére que le domaine D comporte au moins une borne infinie.

a) Définition :
Lorsque lim f(x)=L € R, alors la courbe Cf admet la droite d’équation y = L comme asymptote horizontale en +oo .
X— 400

Lorsque lim f(x) =L € R, alors la courbe Cf admet la droite d’équation y = L comme asymptote horizontale en —co .

b) Interprétation :
Lorsque les valeurs de la variable x sont de plus en plus grandes, c’est-a-dire au voisinage de +o , la courbe Cf se rapproche

de plus en plus de la droite horizontale d’équation y = L.

Lorsque les valeurs de la variable x sont de plus en plus petites, c’est-a-dire au voisinage de —o , la courbe Cf se rapproche de
plus en plus de la droite d’équation y = L.

T T 1 |0-/r T \x

4_,_/ L

2) Asymptote verticale : Soit a un réel, n’appartenant pas forcement au domaine D mais étant au moins au voisinage de 1’'une
des bornes de D.

a) Définition : Lorsque lim f(x) = 400 oulim f(x) = —oo alors la courbe Cf admet la droite d’équation x = a comme asymptote
X—a X—a

verticale.

b) Interprétation : Lorsque les valeurs de la variable x sont de plus en plus proches de a, c’est-a-dire au voisinage de a, la

courbe Cf se rapproche de plus en plus de la droite verticale d’équation x = a.

Vi

o
>V
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2 — LIMITES DES FONCTIONS USUELLES A CONNAITRE :

1) Limite quand x tend vers 1’infini :

Constantes : Soitke R. limk=limk=k.

X —>+0 X—>—0
lim x =400 lim x* =400 lim x* = +o0 . :
A . X—+o0 X—+00 X—+00 BET n__ * N n__ —O00 SIn lmpalr
Polynomes : , , ; lim x" =400 (neN et lim x" = . .
lim x=—00 Ilim x’=+0c0 lim x>’ =—00 ***® X—00 =400 sin pair
X——00 X——00 X——00

Racine carrée : lim Vx = +o00 .

X—400
1 .1 o1 . 1
Iim —=0 lm—=0 Ilm—=0 Ilm-—==0
X—+00 X X—+00 XZ X—+00 X3 X—+00 \/; ., . . .
Inverses : Cas général : Si IIT f(x) = tooalors lim o =0.
X—=+o0 X—+00 X
lim —=0 lm—=0 Ilm—=0
X——00 X X——00 X X——00 X
Exponentielle : lim e* =+ et lim e* =0. Par inverse, lim e * =0et lim ¢ =400
X—>+00 X—>—00 X—+00 X——00
Logarithme : lim Inx = +00.
X—>+0
2) Limite quand x tend vers x = a réel :
Lorsque f existe en a et est continue en a (chapitre 7), nous avons limf(x) =f (a) .
X—a
.1 .1 1 .
lim — =400 lim —= +00 lorsque f (x) =——, avec g(a) = 0 et g(x) > 0 pour x = a alors lim f(x) = 400
x—0" X x—0" X g(x) x—a
.1 .1 1 .
lim —=—-0c0 lim —5 = “+00 lorsque f (x) =——, avec g(a) = 0 et g(x) <0 pour x = a alors lim f(x) = —oc0
x—0" X x—0" X g(x) x—a
limlnx = —.
x—0
x>0
3) Principes a retenir dans ces deux cas :
Principe 1 : Inverser une limite infinie donne une limite nulle."— — 0"
0
. .. . . . < . , . ol "
Principe 2: Inverser une limite nulle donne une limite infinie, dont le signe est a déterminer par une étude de signe. 0 — ®©

3 — OPERATIONS DE BASE SUR LES LIMITES :

1) Limite d’une somme : L et L’ sont deux nombres réels. Si x tend vers un réel a, ou bien vers + co ou bien vers - oo , alors :

Si f a pour limite L L L |+o0 |- +o00

Si g a pour limite L |+o00 |-00 |To0 |-00 - 00

Alors (f+ g) apour limite |L+ L’ |+o00 |-c0 [+o0o |-0o | On ne peut pas conclure

Principe 3 : Le bon sens : des limites finies s’additionnent, une limite infinie I’emporte par addition sur une limite finie et on
peut ajouter des infinis de méme signe.
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2) Limite d’un produit : L et L’ sont deux nombres réels. Si x tend vers un réel a, ou bien vers + oo ou bien vers - oo , alors :

Si f a pour limite L L>0|L>0|L<0|L<0|+o00 |t00 |[-c0 |0
Si g a pour limite L’ too |-o0 |[too |-o0 |too [0 |-oo | oo
Alors fx gapour limite |[LxL’ [+oo |-00 [-c0 |+oc0 |[+oo |-00 [+0o | On ne peut pas conclure

Principe 3 : Le bon sens : des limites finies se multiplient, les imites infinies se multiplient et une limite infinie ’emporte par
multiplication sur une limite finie non nulle.

Principe 4 : La régle des signes est essentielle et fonctionne avec les limites de produits.

3) Limite d’un quotient :

a) Cas ou le dénominateur admet une limite non nulle : L et L’ sont deux nombres réels, L' # 0. Si x tend vers un réel a, ou
bien vers + oo ou bien vers - oo , alors :

Si f a pour limite L L too |Too |-00 - 00 +o0

Si g a pour limite L’=0| £c0 | ’>0|L’<0|L>0|L° <0 +o00

f .
Alors g a pour limite T 0 +00 |-oc0  |-oc0 |*+oo | Onne peut pas conclure

Principe 1 : Inverser une limite infinie donne une limite nulle."— — 0"
o0

Principe 3 : Le bon sens : des limites finies se divisent a condition que la limite du dénominateur soit non nulle et une limite
infinie au numérateur I’emporte sur une limite de dénominateur finie non nulle.

Principe 4 : La régle des signes est essentielle et fonctionne avec les limites de quotients.

b) Cas ou le dénominateur admet une limite égale a 0 : L est un nombre réel non nul. Si x tend vers un réel a, ou bien vers +co
ou bien vers - oo , alors :

Si fa pour limite L>0 L>0 L<0 L<0 0
. .. 0 en restant 0 en restant 0 en restant 0 en restant
Si g a pour limite o .. o L. 0
positive negative positive negative
f
Alors — a pour On ne peut pas
g too - 00 - 00 too
o conclure
limite
. . o . s 4. . , . w1 "
Principe 2: Inverser une limite nulle donne une limite infinie, dont le signe est & déterminer par une étude de signe. ° —> 0

Principe 4 : La régle des signes est essentielle et fonctionne avec les limites de quotients.

PRINCIPE 5 : Il y a quatre situations & bien connaitre ou on ne peut pas conclure la limite d’une opération tout de suite. Il faut
débloquer la situation. Ce sont les quatre formes indéterminées que nous étudierons au paragraphe 5.
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Méthode : Comment inverser une limite infinie ?

La fonction est sous forme de fraction. Il faut montrer que le numérateur a une limite finie et que le dénominateur a une limite
infinie. Le résultat final est donc une limite nulle.

N , . . 2
Application : Déterminer lim — .
X0 X7 42X

lim x? = 400 somme 2
Démonstration : lim2=2eR et <*7™ = lim x* +2x = +co alors par quotient, lim ———=0.
Xt lim 2x =400 X400 x>+ X° 42X

X—>+00

La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe en+o .

Méthode : Comment déterminer le signe final d’une inversion de limite nulle ?

On calcule la limite du numérateur pour obtenir un nombre réel non nul dont on analyse le signe. Ensuite, on montre que la
limite du dénominateur est nulle. Puis on étudie le signe du dénominateur au voisinage de la ou tend x. On conclut une limite
infinie dont le signe est donné par la régle des signes.

L , . . 3x-— .5
Applications : Déterminer a) lim etb) lim —.
X2 X — x——0 @*
Démonstration :
a) 1irr213x —8=-2<0 et limx—-2=0.1lya une inversion de 0 donc étudions le signe de x — 2 au voisinage de 2.
X— x—2
X -00 2 +00
I
x-2 — 0
, +

Le signe change au voisinage de 2 donc, on doit rédiger deux limites : une a gauche et une a droite.

. . _ . . 3x-8
1111}3)( -8=-2<0cet 11H21X —2 =0 alors par quotient, Im} X 5= +00
X—> X—> X—> X —

x<2
. . . . . 3x-8
1111}3)( -8=-2<0cet 11H21X —2 =0" alors par quotient, Im} 5 =—0,
X—> X—> X—> X —

x>2

La droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a la courbe de f.

b) im5=5>0 et lime* =0.1ly aune inversion de 0 donc étudions le signe de e* au voisinage de —oo .

X—>—0 X—>—0

Or la fonction exponentielle est strictement positive sur R, donc lim 5=5>0 et lim ¢* =0" donc lim — = +00.

X—>—0 X—>—0 X—>-0 g

4 — LIMITE ET COMPOSITION :
Théoréme : «, 3 et~ désigne un réel ou +o0o ou —oo ; f, g désignent deux fonctions telle que f(D,)<D

Si limf (x)=[8] et ig(X):w alors limg]f (x)]=~.

X—a

g -

Méthode : Comment montrer une limite par composition ?

On commence par décomposer 1’expression a I’aide de fonctions usuelles f et g (On peut décomposer avec plus de fonctions si
besoin). On déterminer la limite de f et on se sert de ce résultat pour faire tendre la variable de g. On obtient la limite finale
composée.

Application : Etude de lim ,/2—1—% ?
X—-+00 X

. : . 1 . . ] 1
Démonstration: x = 2+— = 2+ LZ . lim 2+—=[2]et 11 VX =+/2 donc par composition, lim ,[2+— =~2
X X—+00 X X—|2 X

X—+00

M. ALBERNI Lycée ND de Bon Secours




5 — LES QUATRE FORMES INDETERMINEES :

1) Définition : Une forme indéterminée correspond a un cas ou on ne peut pas conclure tout de suite sur la limite dune
fonction car il y a plusieurs possibilités. II faut donc faire des calculs supplémentaires pour la débloquer et conclure. 11 ne faut
pas confondre une forme indéterminée avec la possibilité qu'une fonction n’ait pas de limite.

0 0 , . . . ..
Il y a quatre formes "+oo+(—oo)" , "0Oxo0" ”6” "—" . Les méthodes suivantes s’appliquent majoritairement mais il en
0.}

existe d’autres.

2) Méthode : Comment débloquer "%" dans une fonction factorisable ?

Méthode 1 : Il faut factoriser les expressions qui construisent la fonction (un facteur commun apparait) puis il faut simplifier.
On calcule alors la limite avec la nouvelle expression.

. . P -12x - . X +x-6
Application : Déterminer a) limM etb) lim X rx=o

x5 X2 —-25 x—-3 (X+3)2

Démonstration :
a) lirrg 3x* —12x—15=0c¢t lirr51 x> —25=0. Il faut factoriser les deux expressions. A =324 alors il y a deux racines -1 et 5.

2 _12x — 1)(x —5)x 1 > ox— 1
Donc 3x 212x 15 = 3(X+ )(X 5) :5 3(X+ ) aprés simplification. Alors limw = im3(xJr ) = g: 2
x —25 (x—i—S)(x—S) (x+5) x-5  x°—25 x—5 (x—i—S) 10 5
b) lir{l} x> +x—6=0et lirg(x + 3)2 = 0. Il faut factoriser les deux expressions. A =25 alors il y a deux racines -3 et 2.
3)(x—2) =3 (x—2 3)(x—2 -2
Donc (X i )(X > ) :3 (X ) apres simplification. Donc lim w = lim M
(x+3) (X+3) x—==3 (x —|—3) H*3(X+3)
lirg(x —2)=-5<0et lir{l}(x +3)=0. C’est une inversion de 0 donc on étudie le signe de x + 3 :
X -0 -3 +00
1
3 — 0
X+ : +
3)(x—2 -2
lim (x —2) = —5<0et lim (x 43) = 0" alors par quotient lim w = lim (x-2) =—00
o - v (w3 R x A3
3)(x—2 -2
lim (x — 2) =-5<0et lim (x +3) = 0" alors par quotient lim w = lim M =400
v oy N O S ) R e G )

La droite d’équation x = -3 est asymptote verticale a la courbe.

Méthode 2 : On peut aussi utiliser la définition de la dérivabilité d’une fonction que ’on sait dérivable en un point et dont on
calcule la fonction dérivée en ce point. Pour cela, il faut faire apparaitre un taux de variation d’une fonction en a, exploiter le

fait que cette fonction soit dérivable en a et calculer f ’(a) aprés dérivation.

e —1

2
.. ] ' 4
Application : Montrer que a) llng =letb) hm1 & —
X— X X—

5.

—1 f(x)—f
Démonstration : a) Posons la fonction f définie sur R par f(x) = ¢* . Remarquons que f(0)=¢" =1. Alors © = ()10

X x—0
. Nous reconnaissons le taux de variation de la fonction f en 0. Or la fonction f est dérivable sur R donc en particulier en 0
d’ou lingw =f'(0). Calculons f'(0) . Pour tout x, f'(x) =e¢" donc f'(0)=¢’ =1. Pour conclure, lirr(} e -l 1.
X— X — X— X
2 J— J—
b) Posons la fonction g définie sur R par g(x) = x” +3x . Remarquons que g(1)=1°+3=4. Alors X +3X1 4 = g(x) lg(l) .
X— X —
Nous reconnaissons le taux de variation de la fonction g en 1. Or la fonction g est dérivable sur R donc en particulier en 1
d’ou liI?W)—?m =g'(1). Calculons g'(1). Pour tout, g'(x)=2x+3donc g'(1)=2x1+3=5. Pour conclure,
X— X —
2 —
limX 3% =4 o
=1 x—1
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3) Méthode : Comment débloquer "+ oo+ —o0" ?

Méthode 1 : Il faut factoriser toute la fonction par un « terme prépondérant » (qui n’est pas forcement un facteur commun donc
ne pas oublier de diviser et penser & simplifier) puis calculer la limite de chaque facteur, puis du produit obtenu.

Application : Déterminer lim 3x> —12x —15.

X+

Démonstration : 3x* —12x —15=x*|3 .

X X

_E_E]

lim x> = 4ooet lim [3—£—£ =3> 0 alors par produit, lim 3x° —12x—15=+00.

X—+00 X—+00 2

X X

Méthode 2 : Cas particulier pour une différence avec une ou deux racines carrées.
11 faut multiplier et diviser par I’expression conjugée du calcul puis utiliser I’identité remarquable a? - b Aprés simplification,
on calcule la limite en utilisant la composition.

Application : Déterminer lim Vx> -5-x.

X—>+00

Démonstration :

2
[,2 (\/XZ—S) —x? 2 o 2 _
VP =5 —x =+/x" =5 —xx X S Fx =X X >

x> —54+x x> —54x x> —54+x x> —54+x
lim x> —5=+4ocet lim <X =+oc0. Par composition, lim vx* —5 = +oc. Comme lim X =+ alors par somme
x—+00 X—+o0 X—+00 X—>+00

lim Vx> —54x=+400.Comme lim—5=-5#0 alors par inverse, lim Vx> —5—-x=0.

X—+00 X—>+00 X—-+oo

4) Méthode : Comment débloquer nXn g
00

Il faut factoriser les « termes prépondérants » du numérateur et du dénominateur (qui ne sont pas forcement des facteurs
communs, ni les mémes) puis il faut simplifier. Ensuite on calcule la limite de chaque facteur, puis du quotient obtenu.

2 2 _ _
Application : Déterminer a) lim w etb) lim X—X6
X—>+0 x- =25 X—>—00 Xx+3
Démonstration :
3x"—12x—15 X X X X . 12 15 . 25 .
a) 3 = = lim |3————-|=3et lim ||-—-|=1alors par quotient,
X =25 2 25 25 X— 00 X X X400 X
X X
2
lim w = 3. La droite d’équation y = 3 est asymptote a la courbe en +00.

xotoo X225

b) 3 3 3 . lirp X =—00 ; lim [l—l—%]:1>0et lim [1+§]:1>0alors par
X+ X[lJr] [1+] X X X
X X
x> —x—6
produit et quotient, lim ——— = —o0
X——00 X+3
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6 — THEOREMES DE COMPARAISON : Dans ce paragraphe a est un nombre fini ou +oco0, ou —oo .

Principe : Certaines limites ne sont pas calculables directement. Alors on va comparer la fonction étudiée, a d’autres fonctions
qui ont des limites connues.

1) Théoréme des gendarmes : (pour une limite finie)
Soit L un nombre réel. Si pour tout réel x « voisin de a », g(x) < f(x) < h(x) avec

limf(x)=limg(x)=L,alorslimf (x)=L. -

Méthode : Comment utiliser le théoréme des gendarmes ?

On montre que la fonction f est encadrée entre deux autres fonctions au voisinage de la ou tend x. On calcule la limite de la
fonction qui est inférieure : elle doit étre un nombre réel L. Ensuite, on calcule la limite de la fonction qui est supérieure : elle
doit étre un nombre réel et valoir aussi L. Dans ce cas, le théoréme nous dit que f admet une limite qui vaut L.

.. i . . 3+sinx
Application : Déterminer lim ——— :
X—>+00 2 +X

S3+s1nxS 4 .
+x 24X 24X

Démonstration : Pour tout x, —1 <sinx <1 donc2 <3 +sinx <4 .Comme 2 + x > 0 a I’infini,

lim 24+x=+400 donc par inversion, lim = lim =0alors selon le théoreme des gendarmes,
X—+00 x—400 )X x—+e D4 X
. 34sinx o s . .
lim T = 0. La droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe en+-o00.
X—+00 X

2) Comparaison a une limite infinie : (pour une limite infinie)

Si pour tout réel x « voisin de a », g(x) < f(x) aveclimg(x)= +oo alorslimf (x) = +oc .

X—a X—a

Si pour tout réel x « voisin de a », f(x)< g(x)aveclimg(x)=—oc alorslimf (x) = —oc .

X—a

=y

Méthode : Comment trouver une limite par comparaison a une limite infinie ?

On montre que la fonction f est supérieure a une autre fonction g. On calcule la limite de g et celle-ci est +oo . Alors g entraine
et f va vers +co .
On montre que la fonction f est inférieure a une autre fonction g. On calcule la limite de g et celle-ci est —co . Alors g entraine
et fva vers —oo .

Application : Déterminer lim x +sinx .

X—>+00

Démonstration : Pour tout x,—1<sinx <ldoncx—1<x+sinx <x+1. On va utiliser que x—1<x+sinx pour tout X.
Comme lim x —1= +oc alors par comparaison lim x +sinx = +oc.

X—+00 X—+00

Remarque générale : Ces théorémes ne sont pas trés compliqués a utiliser. La différence entre les deux tient dans le fait que le
théoréme des gendarmes concerne des limites finies alors que le deuxiéme théoréme concerne des limites infinies. Nous nous
rendrons compte que la principale difficulté de ces résultats sera surtout d’établir les inégalités entre les fonctions, car cela
demandera de connaitre les nombreuses reégles de comparaisons des expressions algébriques.
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7 — CROISSANCE COMPAREE AVEC LA FONCTION EXPONENTIELLE ET LA FONCTION LOGARITHME :

Principe : Certaines formes indéterminées s’apprennent car elles sont usuelles et se démontrent autrement. Voici trois formes
indéterminées a connaitre concernant la fonction exponentielle.

X X

. e ., « .. €
a) lim — = +ooet plus généralement, pour tout ne N, lim — = +o0.
X—+00 ¥ X—+00 X

b) lim xe* = 0 et plus généralement, pour tout ne N, lim x"e* =0.

e —1
c) lim =1.
x—0  x
. Inx oy im X
d) lim — =0 ; plus généralement, lim —=0.
X—+o0 X X

e) lingxlnx =0 ; plus généralement, limx"Inx=0.
X— x—0

In(1
In Xl =1 ;de méme lirl(}M

f) lim

x—l x —

=1.
X

8 — ETUDE DES BRANCHES INFINIES :

1) Contexte : L’étude des branches infinies d’une courbe sera demandée quelquefois dans les sujets. 11 s’agit de déterminer le
comportement de la courbe lorsque les abscisses tendent vers ’infini et que la limite obtenue est infinie. Comme il peut y avoir
plusieurs comportements différents, une étude par disjonction des cas s’impose.

Donc une étude des branches infinies n’a de sens que si le domaine de la fonction posséde au moins une borne infinie et qu’en
étudiant les limites de la fonction vers cette borne, nous avons obtenu lim f(x) = £o0.

X—>to0

Attention, il est évident que si le domaine D ne comporte que la borne +o , il est absolument inutile d’étudier une branche
infinie en —oo et vice-versa.

e e f(x . . . ., O, , .
2) Démarche : Il faut calculer la limite a I’infini de Q . Comme il s’agit d’une forme indéterminée — , il est nécessaire de
X 0

la débloquer. Selon la limite finale obtenue, nous avons plusieurs conclusions possibles.

a) La limite de ) est égale a 0 : Si nous obtenons lim ) = 0 alors la courbe Cf admet une branche parabolique de
X

x>t x

direction I’axe des abscisses en + ou — I’infini.

La courbe se comporte comme une branche de parabole dans la direction de 1’axe des abscisses et elle s’¢loigne de cet axe
avec la progression de x vers 1’infini.

Les exemples types a retenir sont le cas de la courbe de la fonction racine carrée ou celui de la courbe de la fonction In, en +oo .
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b) La limite de @ est infinie : Si nous obtenons lim @ = to0 alors la courbe Cf admet une branche parabolique de
X Xt ¥

direction I’axe des ordonnées. En + ou — I’infini.

La courbe se comporte comme une branche de parabole dans la direction de 1’axe des ordonnées et elle s’¢loigne de cet axe
avec la progression de x vers I’infini.

Les exemples types a retenir sont le cas de la courbe de la fonction carrée (en +o et —oo ) ou celui de la courbe de la fonction
exp (en 4+ ).

. f(x , . . f(x , .
c) La limite de Q est un réel non nul : Si nous obtenons llrp Q =a € R alors la méthode se poursuit. Nous devons alors
X Xo¥0 ¥

calculer une nouvelle limite a I’infini, celle de f(x) —ax , et en fonction du résultat nous avons plusieurs conclusions possibles.

i) La limite de f(x)—ax est infinie : Si nous obtenons lim f(x)—ax =+ alors la courbe Cf admet une direction asymptotique
R X—>too

ou branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax. En + ou — I’infini.
La courbe se comporte comme une branche de parabole dans la direction de la droite d’équation y = ax et elle s’¢loigne de cet
axe avec la progression de x vers I’infini.

/ y=ax
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X—>too

ii) La limite de f(x)—ax est un réel quelconque : Si nous obtenons lim f(x)—ax =b € R alors la courbe Cf admet une

asymptote oblique d’équation y = ax + b en *oo. La courbe se rapproche de la droite d’équation y = ax + b lorsque x va vers
I’infini.

y=ax+b

3) Méthode alternative : Si I’énoncé nous donne 1’équation y = ax + b d’une droite et nous demande de prouver que cette droite

est une asymptote oblique a la courbe, la méthode consiste a calculer lim f(x)— (ax +b) et a montrer que cette limite est nulle.
X—>too

Si lim f(x)- (ax + b) =0, la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe en + ou — I’infini.

9 — CARTE MENTALE POUR LES BRANCHES INFINIES

Nous avons tout d’abord montré que lim f(x) =200 .
X—>Fo0

W r
lim f® -9 /(_)\ »| La courbe admet une branche parabolique de
X X o/ direction I’axe des abscisses au voisinage de tco
-
@ La courbe admet une branche parabolique de
aeR direction I’axe des ordonnées au voisinage de oo
-

e ™
lim (f(x)—ax)="? @ ,| Lacourbe admet une branche parabolique de
o U direction la droite d’équation y = ax au voisinage
de +o0
G J
e ™

La courbe admet une asymptote oblique d’équation
y =ax + b au voisinage de too

- J
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Méthode : Comment étudier les branches infinies d’une fonction ?

Tout d’abord, il faut avoir montré que lim f(x) = *oo . Ensuite, on réalise les étapes de la carte mentale précédente pour
X—>Hoo

pouvoir conclure.

Application : Etudier les branches infinies des fonctions suivantes :

x> +xIn(x
a) f définie sur ]O;+oo[ par f(x)= Jx + ln(x) ; b) g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = —1()
X+
Démonstration :
a) L’¢tude se fait en +o0. lim vx =+ et lim In(x) = +c0 donc par somme, lim f(x) = +c0 . Nous pouvons étudier les
+1 1 |
branches infinies. Pour tout x > 0, ) = \/; n(x) = £+ﬂ = L+ﬂ .
X X X X Jx X

! . In(x) . f(x) . L
lim —==0et lim =0 donc par somme, lim — =0 . La courbe de f admet une branche parabolique de direction
X+ [ X—>+0 X X—+o ¥

I’axe des abscisses en +00 .

’ . o - x(x+ln(x)) x+In(x)
b) L’étude se fait en +oo . Il y a une forme indéterminée. Alors pour tout x # 0, g(x) = (1 - ) = TR
x(1++ +1

lim x + ln(x) =+o0 et lim 1+X=1. Par quotient, lim g(x) = +oo. Nous pouvons étudier les branches infinies.
X —>+00

X—>+00 X—>+0

M n(x
>0 g _x+in(x)_x(1+") 1+

P tout = =
ourion x  x(I+1)  x(1+1) 1+t
. In(x) . . . g(x) . .
lim 1+ =let lim 1+ =1donc par quotient, lim =—=1. On continue la procédure.
X—>+00 X X—>+00 x40 X
On calcule pour fout x > 0, g(x)—x = x* +xIn(x) - x’+xIn(x)-x" -x _ xIn(x)-x _ x(In(x)-1) _ In(x)-1 '
’ x+1 x+1 x+1 x(1+1) 1+1

lim In(x)—1=+00 lim 1+X =1donc par quotient, lim g(x)—x =+o0.

X—+00 X—>+0

La courbe de g admet une branche parabolique de direction la droite d’équation y = x en +oo .

M. ALBERNI Lycée ND de Bon Secours

11




