CHAPITRE 9 PREPA ECG 2 MATHS APPLIQUEES

[EXERCICES SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS|

EXERCICE DE RAPPELS SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

EXERCICE 1 : SOLUTIONS PARTICULIERES.
1) Soit I’équation différentielle y'—xy’ =0 définie sur I’ensemble des réels. Montrer que la fonction définie pour tout x par

-2 . . .
f(x)= 13 est une solution de cette équation.
X"+

2) Soit I’équation différentielle x*y’+(x—1)y =2x’ —x définie sur I’ensemble des réels. Déterminer les réels a et b pour que

h:x > ax+Db soit une solution de cette équation.

EXERCICE 2 : RESOLUTIONS.
1) Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) y'=8x+1. b) y' =6x" +8x. c) y'=6x+2
d) 2y'-5y=0. e) y+In(2)y=0.
f) y'=2y'+3y gy -2y'=-y

2) Déterminer la solution unique de chacune de ces équations différentielles :

a) 2y’ -3y =0 etf(4)=2. b) 2y’ =5y etf’(0)=5.
¢) 2y'+6y =1dont la courbe passe par le point A(2 , 0).
d) y"-3y'+2y=0 avecy(0)=y'(0)=1. e) y' -4y’ +3y =0 avecy(0)=y(1)=1.

3) Les courbes ci-dessous représentent quatre solutions de 1’équation différentielle 2y’ =y—1.

Donner des équations des courbes €'1, €2, €3 et €4.

EXERCICE 3 : RESOLUTIONS AVEC SECOND MEMBRE.
1) Soit I’équation différentielle (E) : y'+y=e".
a) Montrer que la fonction u définie sur R paru(x)=xe™ est une solution particuliére de (E).

b) En déduire toutes les solutions de (E).

2) Soit I’équation différentielle (E) : y'+4y = 3xe™ .
a) Déterminer a et b tels que la fonction u définie sur R paru(x)=(ax+b)e”™ soit une solution particuliére de (E).

b) En déduire toutes les solutions de (E).

3) Résoudre y"—2y'+y=x avecy(0)=y'(0)=0.
4) Résoudre y"—4y'+3y = (2x+1)e™.

5) Résoudre y"—y=¢"* —e*.



RESOLUTIONS DE SYSTEMES OU LA MATRICE A EST DIAGONALISABLE :

EXERCICE 4 : On consideére le systéme différentiel suivant défini sur R (S) : {X ,_ Xy .
y' =2x+3y
1) Mettre ce systéme sous forme matricielle. On note A la matrice associée au systéme.
2) a) Déterminer les valeurs propres de A ainsi que des vecteurs propres associés.
b) En déduire que A est diagonalisable en déterminant une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que
D=P'AP.
3) Résoudre le systéme (S).
4) Déterminer la solution telle que X(O) =let y(O) =2.

5) Déterminer 1’ensemble des points d’équilibre du systéme. Raisonner sur la stabilité.

x'=y
EXERCICE 5 : On considére le systéme différentiel suivant défini surR (S): { y'=x

’

zZ =—7

1) Mettre ce systéme sous forme matricielle. On note A la matrice associée au systéme.

2) a) Montrer que les valeurs propres de A sont -1 et 1. On admet qu’il n’y en a pas d’autres.

b) Déterminer des vecteurs propres associés.

c¢) En déduire que A est diagonalisable en déterminant une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que

D=P'AP.

3) Résoudre le systéme (S).

4) Déterminer la solution telle que x(0) =x,, y(0) =y, et z(0) =z, 0u(x,,y,.z,) e R’.

5) a) Déterminer les conditions initiales (xo,yo,z0 ) e R’ pour que les trajectoires convergent vers (0, 0, 0).

b) Montrer que dans ce cas, les trajectoires sont linéaires.

EXERCICE 6 : On consideére le systéme différentiel suivant défini sur R (S) : {

1) Mettre ce systéme sous forme matricielle. On note A la matrice associée au systéme.

1 1
2) a) Montrer que — 2 et — 4 sont des valeurs propres de A associées aux vecteurs propres u_, = (J etu, = ( J .
b) En déduire que A est diagonalisable en déterminant une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que
D=P'AP.
3) Résoudre le systéme (S).
4) Déterminer I’ensemble des points d’équilibre du systéme. Raisonner sur la stabilité.

xi(t)
EXERCICE 7 : On considére le systeme différentiel suivant défini sur R (S) : 1 x} (t)
X;

(1)

2x, (1) +3x, (t)—x, (t)+t
=X, (t)+x,(t)+e'

X, (t)—x3 (t)—l

1) Montrer que la fonction f définie sur R par f (t) =|1-1t+2¢' |est une solution particuliére du systéme (S).

2) Soit (S, ) le systéme homogéne provenant de (S). Mettre (S, ) sous forme matricielle. On note A la matrice associée a (S, ) .

1 1 1
3) a) Montrer que les vecteurs u, =| =1 |, u, =| 0 | et u, =| —1 | sont des vecteurs propres de A associés a des valeurs propres
-1 0 1

que 1I’on déterminera.
b) En déduire que A est diagonalisable en déterminant une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que

D=P'AP.
4) a) Résoudre le systéme (S, ).
b) Déterminer les trajectoires de (S, ) qui aboutissent a un point d’équilibre.

5) Déterminer les solutions du systeme (S).



X=X
EXERCICE 8 : On considere la systéme (S) défini sur R par < x) =x,
Xy = 0x, —11x, +6x,
1) Résoudre le systéme (S).
2) Déterminer la solution qui vérifiex (0) = y(0)=z(0)=1.

TRAJECTOIRES

EXERCICE 9 :
4Ce' +5C,e™ +C, 4Ce' +5C,e - C, 4Ce' +5C, e -2C, 4Ce™ +5C,e7 =2Ce ™
1)| Ce' -6Ce™ +2C, |;2)| Ce'—6C,e™ +5C, |;3)| Ce' -6Ce™~-C, |;4)| Ce'-6C,e™-Ce™
2C,e' +2C,e*" —4C, 2C, e +2C,e " +2C, 2C,e' +2C,e ™ +3C, 2C, e +2C,e" +3C,e ™

Voici différentes trajectoires X(t) de systémes différentiels définies pourt e R , ou (C,,C,,C;) € R*. Pour chacune :

a) Déterminer I’ensemble des trajectoires qui convergent vers un point d’équilibre.
b) Déterminer parmi elles, celle qui convergent vers (0, 0, 0).
c¢) Déterminer I’ensemble de tous les points d’équilibre.

RESOLUTIONS DE SYSTEMES OU LA MATRICE A N'EST PAS DIAGONALISABLE :

s . copr s . s X; =—4X, +X,
EXERCICE 10 : On considére le systéme différentiel suivant défini sur R (S) :

b .
X, ==X, —2X,

1) Mettre ce systéme sous forme matricielle. On note A la matrice associée au systéme.

2) a) Déterminer les valeurs propres de A ainsi que des vecteurs propres associés.
b) A est-elle diagonalisable ?

¢) Si on note u un vecteur propre de la question 2) a), déterminer un vecteur v de R” tel que Av =—-3v+u et tel que (u, V)

forme une base de R”. On note P la matrice de passage de la base canonique a cette base.
d) Déterminer alors la matrice T telle que T=P'AP .

v | Y] s . . X 3). Y1’ =3V +Ys
3) SoitY = ou X =PY Montrer que le systeme (S) se raméne au systéme (S) : défini surR .
Y2 y, =3y,
4) Résoudre 1’équation différentielle : y,” = -3y, .
5) On considére 1’équation différentielle y," = -3y, + y, d’inconnue y, dans laquelle on remplace y, par I’expression du 4).

Dans cette situation, y, est un second membre et I’équation homogéne associée est y, =-3y,.

a) Résoudre 1’équation différentielle : y," = -3y, .

b) Montrer que la fonction définie sur R par f (t) =C,te™, ouC, € R provient de y, , est une solution particuliére de
1’équation différentielle y,” = -3y, +y, d’inconnue y, , définie sur R .

¢) En déduire les solutions de I’équation différentielle y," = -3y, +y, d’inconnue y, .
6) Donner alors les solutions du systéme (§) puis du systeme (S).

7) Déterminer la solution telle que X(O) =let y(O) =2.



X, (t)+x,(t)+2x,(t)=0

EXERCICE 11 : On considére le systeme différentiel suivant défini surR (S): < x}(t)—x,(t)—x,(t)=0
Xy (t)+6x, (t)—8x, (t)=

1) Mettre ce systéme sous forme matricielle. On note A la matrice associée au systéme.

3 3
2) a) Montrer — 2 et 1 sont des valeurs propres de A associées aux vecteurs propresu=| —4 |et v=| 1 |.On admettra qu’il
5 -2

n’y a pas d’autre valeur propre.
b) Déterminer la dimension des sous-espaces propres. A est-elle diagonalisable ?

¢) Déterminer un vecteur w de R’tel que Aw = w + vet tel que (u,V,w) forme une base de R*. On note P la matrice de

passage de la base canonique a cette base.
b) Déterminer alors la matrice T telle que T=P'AP .

v, v =2y,
3)SoitY =| y, |[ouX =PY Montrer que le systeme (S) se raméne au systéme (§) 1y, =y, +y, définisurR.
Vs i =Y,
4) Résoudre les équations différentielles : y, = 2y, ety, =y,.
5) On considére 1’équation différentielle y," = y, +y, d’inconnue y, dans laquelle on remplace y, par I’expression du 4). Dans
cette situation, y, est un second membre et I’équation homogéne associée est y, =y, .

a) Résoudre 1’équation différentielle : y," =y, .

b) Montrer que la fonction définie sur R par f (t) =C,te', ouC, € R provient de y,, est une solution particuliere de
1’équation différentielle y," =y, + y, d’inconnue y, , définie sur R .

¢) En déduire les solutions de I’équation différentielle y, =y, + y, d’inconnue y, .

6) Donner alors les solutions du systéme (§) puis du systéme (S).

EQUATIONS DIFFERENTIELLES D'ORDRE P :

0 1
EXERCICE 12 : Résoudre sur R le systétme X'=AX ouA =( 1 7}

0 1
EXERCICE 13 : Résoudre sur R le systeme X' = AX 01‘1A=( 4 4] .

EXERCICE 14 : Considérons I’équation différentielle (E) : y" —2y"—y'+2y =t définie surR .

1) Soit I’équation homogéne (E,):y" -2y"—y'+2y=0.

a) Mettre cette équation sous la forme d’un systéme différentiel linéaire (SO) . On note A sa matrice.
-1 0 0 1 11
b) On admet que A est diagonalisable, semblable & la matrice D=| 0 1 0 |grace a la matrice inversibleP=| -1 1 2
0 0 2 1

telle que D = P"'AP . Résoudre le systéme (S, ) .
¢) En déduire les solutions de I’équation (E,) définies surR .

2) Déterminer une solution particuliére de 1’équation (E) sous la forme f (t) =at+bpourteR.

3) En déduire les solutions générales de 1’équation (E).



