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Chapitre 8        prépa ecg2 maths appliquées 
 

Exercices sur les variables aléatoires à densité 

 
Questions classiques 
 
Exercice 1 :  

1) Soit F la fonction la fonction de répartition d’une variable X, définie sur   par :

1
1 si x 1

F(x) x

0 si x 1


 

 
 

.  

Montrer que X est une variable à densité et déterminer sa densité. 
 

2) Soit la fonction F définie sur par

1

xe si x 0F(x)
0 si x 0


  
 

. Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable à 

densité. Déterminer la densité. 

 3) Soit X une variable à densité, donnée par la fonction f définie sur par 

t1
2
e si t 0

f (t) t 1 si 0 t 1

0 si t 1

 


    
 

. Montrer que f est bien 

une densité puis déterminer la fonction de répartition de X. 
 

4) a) Montrer qu’il existe deux réels c et d tels que pour tout x positif, 
   

1 c d

x 1 x 2 x 1 x 2
 

   
. 

b) Montrer que la fonction f définie sur par     
1

si x 0
x 1 x 2 ln 2f (x)

0 si x 0




  
 

 est une densité puis déterminer la fonction 

de répartition de X. 
 

5) Soit une variable X à densité dont la densité est donnée par f définie sur par

2x

2f (x) x e


 . Déterminer  P 1 X 1   . 

 
Exercice 2 :  

Soit f la fonction définie sur   par : 
xe si x 0

f (x)
0 si x 0

 
 


.  

1) Montrer que f est une densité de probabilité d’une variable X.  
2) Déterminer la fonction de répartition de X. 

3) Montrer que X admet une espérance et la calculer. 
4) Montrer que X admet une variance et la calculer. 

5) On considère Y X    . Déterminer la loi de Y. 

 
Exercice 3 :  

Soit f la fonction définie par : 2

1
si x 1

f (x) x

0 si x 1




 
 

.  

1) Montrer que f est une densité de probabilité d’une variable X.  

2) Montrer que X n’admet pas d’espérance. 
 
Exercice 4 : Loi de Laplace  

On dit que variable aléatoire réelle X suit une loi de Laplace si sa densité f vérifie : x
x , f (x) Ce


   pour une certaine 

constante C. 
1) Déterminer la valeur de la constante C. 

2) Calculer la fonction de répartition associée à XF . 

3) Montrer que X admet une espérance finie et calculer E(X). 
4) Montrer que X admet une variance finie et calculer V(X). 
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Exercice 5 : eml 2002  

On note 
ln 9 ln 5

a
ln 9 ln 4


 


 et on définit la fonction F sur   par : 

   
x

5 4
F x 1 si x a;

9 9

0 sinon

  
     

  



 . 

1) a) Montrer que F est la fonction de répartition d’une certaine variable aléatoire à densité, notée Y. 

b) Déterminer une densité f de Y. 
 
2) Montrer que Y possède une espérance et calculer E(Y). 

 
Lois usuelles 
 
Exercice 6 :  

Voici la représentation graphique de la densité de probabilité de la loi exponentielle de paramètre 0,5  sur  0; . 

 
1) Hachurer le domaine qui représente  P X 1 . 

2) Hachurer le domaine qui représente  P 1,5 X 2  . 

3) Hachurer le domaine qui représente  P X 3 . 

 
Exercice 7 :  
Voici la représentation graphique de la densité de probabilité de la loi normale centrée réduite. 

On admet que  P X 1 0,84  et  P X 2 0,98  . 

 
1) Hachurer le domaine qui représente  P X 1 . 

2) Calculer  P X 1 ,  P X 1 ,  P X 1  et  P 0 X 1  . 

3) Calculer     P X 1 X 2   ,     P X 1 X 2   ,     P X 1 X 2   ,     P X 1 X 2   ,  P 1 X 2  et

 P 2 X 1   . 

4) Déterminer  P Y 10  pour Y suivant une loi normale n(8,4). 

5) Déterminer  P 1 Z 13   pour Z suivant une loi normale n(5,16). 
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Exercice 8 :  

Voici la table de la loi normale centrée réduite. On lit  P Z 1, 24 0,8925  . 

 
Déterminer  P Z 3,68 ,  P Z 0,72 ,  P 1,13 Z 2,25   et  P Z 2,74  . 

 
Exercices de type concours 
 
Exercice 9 : eml 2006  

1) Soit U une variable aléatoire à densité suivant une loi normale d’espérance nulle et de variance
1

2
. 

a) Rappeler une densité de U. 

b) En utilisant la définition de la variance de U, montrer que l’intégrale
22 x

0
x e dx




 est convergente et que
22 x

0
x e dx

4


 

 . 

Soit F la fonction définie sur par : 
 

 
2x

x 0, F x 0

x 0, F x 1 e

   

   

 . 

2) Montrer que la fonction F définit une fonction de répartition de variable aléatoire dont on déterminera une densité f. 
3) Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité. 

a) Montrer que X admet une espérance E(X) et que  E X
2


 . 

b) Déterminer, pour tout réel y, la probabilité  2P X y . On distinguera les cas y 0 et y 0  . 

c) Montrer que la variable aléatoire 2X suit une loi exponentielle dont on précisera le paramètre. En déduire que X admet une 
variance V(X) et calculer V(X). 
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Exercice 10 : Produit d’une loi continue et d’une loi discrète 
 

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. 

Soit   une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur  1,1 , indépendante de X, c’est-à-dire que, pour tout  k  , 

pour tout t ,         P k X t P k P X t         .  

On note Y X  .  

1) Montrer que Y admet une espérance et une variance finies, et les calculer. 

2) A l’aide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout t ,    P X t P Y t   . Que peut-on conclure ? 

3) Montrer que les variables Y et   sont indépendantes. 

 
Exercice 11 : edhec 2008 

1) Montrer que l’intégrale
 

20

1
dx

1 x




  est convergente et donner sa valeur. 

2) On considère la fonction f définie par : 
 

2

1
x , f (x)

2 1 x
  


 . 

a) Montrer que f est paire. 

b) Montrer que f peut être considérée comme une fonction densité de probabilité. 
 

Dans la suite, on considère une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé  ,A,P admettant f comme densité. 

On note F la fonction de répartition de X. 
 

3) On pose  Y ln 1 X  et on admet que Y est une variable à densité, elle aussi définie sur l’espace probabilisé  ,A,P . 

a) Déterminer  Y  . 

b) Exprimer la fonction de répartition G de Y à l’aide de F. 

c) En déduire que Y admet pour densité la fonction g définie par :  
 x x2e f e 1 si x 0

g x
0 si x 0

  
 


 . 

d) Montrer enfin que Y suit une loi exponentielle dont on déterminera le paramètre. 

 
Exercice 12 : edhec 2012 

On désigne par  , un réel strictement positif et on considère la fonction f, définie sur , par
2xx , f (x) x e     . 

1) a) Montrer que f est paire. 

b) Etablir que l’intégrale
0

f (x)dx


  converge et donner sa valeur. 

c) Montrer que la fonction f peut être considérée comme densité de probabilité d’une variable aléatoire X que l’on suppose, 

dans la suite, définie sur un certain espace probabilisé  ,A,P . 

2) a) Justifier la convergence de l’intégrale
0

xf (x)dx


 . 

b) En déduire que la variable aléatoire X possède une espérance, notée E(X) et donner sa valeur. 

3) a) Montrer, grâce à une intégration par parties, que l’intégrale 2

0
x f (x)dx



 converge et donner sa valeur. 

b) En déduire que la variable aléatoire X possède une variance, notée V(X) et donner sa valeur. 

4) On pose 2Y X et on admet que Y est une variable aléatoire à densité, elle aussi définie sur l’espace probabilisé  ,A,P . 

a) Donner l’expression de la fonction de répartition YF de la variable aléatoire Y à l’aide de la fonction de répartition XF de la 

variable aléatoire X. 

b) Déterminer une densité Yf  de Y, puis vérifier que Y suit la loi exponentielle de paramètre  . 

c) Retrouver alors sans calcul la valeur de V(X). 
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Exercice 13 : eml 2007 

1) On considère l’application f :   définie pour tout nombre réel x par : 
xf (x) e si x 0

f (x) 0 si x 0

  


 
 . Montrer que f est une 

densité de probabilité. 
On considère une variable aléatoire X admettant f pour densité. 

2) On définit la variable aléatoire discrète Y à valeurs dans  de la façon suivante :  

L’événement (Y = 0) est égal à l’événement (X < 1) 

Pour tout nombre entier strictement positif n, l’événement (Y = n) est égal à l’événement  n X n 1   . 

a) Montrer, pour tout entier naturel n :   n1
P Y n 1 e

e
 

   
 

. 

b) Montrer que la variable aléatoire Y + 1 suit une loi géométrique dont on précisera le paramètre. En déduire l’espérance et la 

variance de Y. 

3) Soit U une variable de Bernoulli telle P(U = 1) = P (U = 0) = 
1

2
. 

On suppose que les variables aléatoires U et Y sont indépendantes.  
Soit la variable aléatoire T = (2U – 1)Y, produit des variables 2U – 1 et Y. 

Ainsi, T est une variable aléatoire discrète à valeurs dans , l’ensemble des entiers relatifs. 
a) Montrer que la variable aléatoire T admet une espérance E(T) et calculer E(T). 

b) Vérifier que 2 2T Y .  

En déduire que la variable aléatoire T admet une variance V(T) et calculer V(T). 
c) Pour tout nombre entier relatif n, calculer la probabilité P(T = n). 

4) Soit la variable aléatoire D = X – Y. On note DF la fonction de répartition de D. 

a) Justifier :    Dt ;0 , F t 0     et    Dt 1; , F t 1    . 

b) Soit  t 0;1 . Exprimer l’événement  D t  à l’aide des événements  n X n t , n    . 

c) Pour tout nombre réel  t 0;1  et pour tout nombre entier naturel n, calculer la probabilité  P n X n t   . 

d) Montrer    
t

D 1

1 e
t 0;1 , F t

1 e






  


. 

e) Montrer que D est une variable aléatoire à densité. Déterminer une densité de D. 
 
Exercice 14 : eml  

1) Montrer que l’intégrale
2

1
dx

x x



  est convergente et donner sa valeur. 

On note f la fonction définie par

1
si x 2

f (x) x 2x

0 si x 2




 
 

. 

2) Montrer que f définit une densité de probabilité. 
3) On considère maintenant une variable aléatoire X admettant f pour densité. 
a) Déterminer la fonction de répartition de X. 

b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? 

On considère trois variables aléatoires 1 2 3X ,X , X , indépendantes, et toutes de même loi que X. 

4) On pose  1 2 3U Inf X ,X ,X et on admet que U est une variable aléatoire. 

a) Déterminer la fonction de répartition G de U. 
b) Montrer que U est une variable à densité et donner une densité g de U. 
c) Montrer que U admet une espérance et calculer E(U). 

5) On pose  1 2 3V Sup X ,X , X et on admet que V est une variable aléatoire. 

a) Déterminer la fonction de répartition H de V. 

b) Montrer que V est une variable à densité et donner une densité h de V. 
c) V admet-elle une espérance ? 
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Exercice 15 : minimum d’exponentielle  

Soit  1 nX , ..., X  n variable aléatoires indépendantes de loi commune exponentielle de paramètre 0  . 

1) On note  n 1 nT min X , ..., X . Déterminer la loi de nT , son espérance et sa variance. 

2) On note  n 1 nV max X , ..., X . Déterminer la loi de nV .  

 
Exercice 16 : d’après edhec 2018 e 
On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur le même espace probabilisé

 , , a p que l’on ne cherchera pas à déterminer. 

Soit a un réel strictement positif et f la fonction définie par : 

2x
2a

x
e si x 0

f (x) a

0 si x 0




 
 

 . 

1) Montrer que la fonction f est une densité. 

 
Dans la suite de l’exercice, on considère une variable aléatoire X de densité f. 

 

2) Déterminer la fonction de répartition XF  de X. 

 

3) On considère la variable aléatoire Y définie par : 
2X

Y
2a

 . 

a) Montrer que Y suit la loi exponentielle de paramètre 1. 
 

b) On rappelle qu’en Python, la commande numpy.random.exponential( 1


) simule une variable aléatoire suivant un loi 

exponentielle de paramètre  . Écrire un script Python demandant la valeur de a à l’utilisateur et permettant de simuler la 

variable aléatoire X. 

4) a) Vérifier que la fonction g, qui a tout réel x associe 
2x

2 2ax e


, est paire. 

 
b) Rappeler l’expression intégrale ainsi que la valeur du moment d’ordre 2 d’une variable aléatoire Z suivant la loi normale de 

paramètres 0 et a. 
 
c) En déduire que X admet une espérance et la déterminer. 

 
5) a) Rappeler l’espérance de Y puis montrer que X possède un moment d’ordre 2 et le calculer. 

 

b) En déduire que la variance de X est donnée par :  
 4 a

V X
2

 
 . 

 

On suppose désormais que le paramètre a est inconnu et on souhaite l’estimer. 
 

6) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1. On considère un échantillon  1 2 nX ,X ,...,X  composé de variables aléatoires 

indépendantes ayant toutes la même loi que X. 

On note nS  la variable aléatoire définie par
n

2
n k

k 1

1
S X

2n 

  . On dit que nS un estimateur de a. 

a) On appelle biais de l’estimateur nT du paramètre  , la quantité :  
nT nb E T  et un estimateur est sans biais si son biais 

est nul. Montrer que nS est un estimateur sans biais de a. 

 

b) Montrer que 2X possède une variance et que  2 2V X 4a . 

 

c) Si un estimateur nT de   possède une variance et si 
nTb est le biais de nT alors    

n n

2
T T nr b V T   est le risque quadratique 

de nT . De plus, nT  est un estimateur convergent de  si  
nT

n
lim r 0


  . 

Déterminer le risque quadratique  a nr S de nS en tant qu’estimateur de a. En déduire que nS est un estimateur convergent de a. 
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Exercice 17 : espérance et anti-répartition edhec  

Partie 1 : Soit X une variable aléatoire, à valeurs dans  , de densité f (nulle sur *
 ) et de fonction de répartition F. On 

suppose, de plus, que la restriction de f à  est continue. On pose, pour tout réel x positif,    
x

0
x tf t dt   . 

1) Montrer, grâce à une intégration par parties, que pour tout réel x positif, on a :      
x

0
x 1 F t dt xP X x       . 

2) On suppose, dans cette question, que l’intégrale  
0

1 F t dt


   converge. 

a) Calculer  x  et en déduire que la fonction  est croissante sur  . 

b) Montrer que  est majorée et en déduire que X a une espérance. 

c) Montrer que :    
x

x , 0 xP X x tf t dt


      . 

d) En utilisant le fait que X a une espérance, montrer que  
xx

lim tf t dt 0



 .  

En déduire  
x
lim xP X x


 , puis montrer que :    
0

E X 1 F t dt


    . 

Partie 2 : On considère la fonction nF  définie par :   n
n x

0 si x 0

F x x
1 1 e si x 0

n





   
    
 

. 

1) Montrer que nF est la fonction de répartition d’une variable aléatoire nT  à densité. 

2) a) Montrer que, pour tout entier naturel k, l’intégrale k x
k

0
I x e dx


  est convergente. 

b) Etablir que  k 1 kI k 1 I   et en déduire que, pour tout entier naturel k, on a : kI k! . 

3) Utiliser la question 2) pour montrer que nT a une espérance et que  
n

n k
k 0

n

k
E T k!

n

 
 
   . 

 
Exercice  18 : Loi log-normale essec 2012  

On note la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et, si X est une variable aléatoire on note XF  sa fonction 

de répartition. Soit m un réel quelconque et  un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi log-

normale de paramètres  2m,  si la variable aléatoire Y = ln X suit une loi normale de paramètres   2m, . On écrit

 2X Ln m, . 

1) Soit U une variable aléatoire qui suit une loi normale de paramètres  2m, . Montrer que   *a, b , T aU b       suit 

une loi normale dont on précisera les paramètres. 

2) On suppose dans cette question que m = 0 et que  2X Ln 0, . 

a) Exprimer la fonction de répartition XF de X en fonction de . En déduire que X est une variable aléatoire à densité et que la 

fonction f définie sur par : 

 
2

2

ln x1
exp si x 0

f (x) 2x 2

0 si x 0

  
         




 est une densité de probabilité de X. 

b) Etablir l’existence de E(X) et montrer que :   
2

2

1 1 y
E X exp 2y dy

22





  
         

 .  

Puis en effectuant le changement de variable
y

t  


, calculer E(X). 

c) Soit  un réel non nul. Montrer que X suit la loi log-normale dont on précisera les paramètres. En déduire que X admet une 

variance et que :    2 2

V X e e 1   . 

3) On revient au cas général  2X Ln m, . 

a) Soit  un réel strictement positif. Montrer que X suit une loi log-normale de paramètres  2m ln ,    . 

b) Justifier l’existence de l’espérance et de la variance de X et établir les relations :  
2

m
2E X e




  et    2 22mV X e e 1   . 


