CHAPITRE 8 PREPA ECG2 MATHS APPLIQUEES

[EXERCICES SUR LES VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE]|

QUESTIONS CLASSIQUES

EXERCICE 1 :
1.
: : . . . . l-—=six21
1) Soit F la fonction la fonction de répartition d’une variable X, définie sur R par : F(x) = Jx
0si x<1

Montrer que X est une variable a densité et déterminer sa densité.

1

six >0 Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable a

0six<0

2) Soit la fonction F définie sur R par F(x) =4 ¢

densité. Déterminer la densité.
le' si t<0
3) Soit X une variable & densité, donnée par la fonction f définie sur R par f(t)=<—t+1si 0<t<1.Montrer que fest bien
0sit>1

une densité puis déterminer la fonction de répartition de X.

_c N d
(x+1)(x+2)_x+1 X+2°

4) a) Montrer qu’il existe deux réels c et d tels que pour tout x positif,

1 .
six=0
b) Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) =1 (x+1)(x+2)In(2) est une densité puis déterminer la fonction

0six<0

de répartition de X.

5) Soit une variable X a densité dont la densité est donnée par f définie sur R par f(x) = |x| e 2 . Déterminer P(—l <X< 1) .

EXERCICE 2
e six=>0

Soit fla fonction définie sur R par: f(x) = ) .
0si x<0

1) Montrer que f est une densité de probabilité d’une variable X.
2) Déterminer la fonction de répartition de X.

3) Montrer que X admet une espérance et la calculer.

4) Montrer que X admet une variance et la calculer.

5) On considere Y =| X |. Déterminer la loi de Y.

EXERCICE 3 :

Soit f la fonction définie par : f(x) = X

0six<l1

six>1

1) Montrer que f est une densité de probabilité d’une variable X.
2) Montrer que X n’admet pas d’espérance.

EXERCICE 4 : LOI DE LAPLACE
On dit que variable aléatoire réelle X suit une loi de Laplace si sa densité f vérifie : Vx e R, f(x)=Ce"

|

pour une certaine
constante C.

1) Déterminer la valeur de la constante C.

2) Calculer la fonction de répartition associée a F;, .

3) Montrer que X admet une espérance finie et calculer E(X).
4) Montrer que X admet une variance finie et calculer V(X).



EXERCICE 5 : EML 2002

On note a = —w et on définit la fonction F sur R par : F(X) =1 _5(6] StX e [a;+oo[ .

In9—-In4 .
0 sinon

1) a) Montrer que F est la fonction de répartition d’une certaine variable aléatoire & densité, notée Y.
b) Déterminer une densité fde Y.

2) Montrer que Y possede une espérance et calculer E(Y).
LOIS USUELLES

EXERCICE 6 :
Voici la représentation graphique de la densité de probabilité de la loi exponentielle de paramétre A = 0,5 sur [O; +oo[ .

51
b

o

L2

1) Hachurer le domaine qui représente P(X <1).
2) Hachurer le domaine qui représente P(1,5 < X <2).

3) Hachurer le domaine qui représente P(X > 3).

EXERCICE 7 :
Voici la représentation graphique de la densité de probabilité de la loi normale centrée réduite.

On admet que P(X <1)=0,84 et P(X<2)=0,98.

S |

1) Hachurer le domaine qui représente P(X <1).

2) Calculer P(X <1), P(X>1), P(X<-1)etP(0<X<1).

3) Caleuler P((X <1)U(X >2)), P((X<1)n(X>2)), P((X<1)n(X<2)), P((X>1)u(X<2)), P(I<X<2)et
P(-2<X<1).

4) Déterminer P(Y <10) pour Y suivant une loi normale .V {(8,4).

5) Déterminer P(1< Z <13) pour Z suivant une loi normale N(5,16).



EXERCICE 8 :
Voici la table de la loi normale centrée réduite. On lit P(Z <1,24) = 0,8925 .

z 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,0 [
0,0 0,5040 0, 5080 0 0 0,5189 0,523% ] 0,5318 0 3
a,1 0,5438 0,547 0 0 7 0,5596 0,5636 g 0,5714 0 3
0,2 0,5832 0,5 ] 0 0, 5948 0,5987 0,6026 0, 6064 0,6103 0 1
0,3 17 e B2ET 0, 8255 g, 3 o, 8331 0,8388 0, 5406 0,6443 0, 5480 0, 517
¢4 =z 0,6591 0,6828 0,8684 0, 6700 0,736 0,6772 0,5808 0, 6844 o 78
0,5 315 0, 6350 0,6%85 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,72214
0,6 1257 o,7291 0,7324 0,7357 0, 7388 o, 7422 0,7454 0,7488 0,7517 a, 7549
0,7 z8g 0,7611 0, 7642 0 3 0, 7704 0,7734 0,7764 0, 7794 D, 7823 o, 7852
0,8 0, 7881 0,7810 0,7939 0,7967 0, 7395 0,8023 0,B051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8188 0, 8212 0,8238 0, 8264 0,8289 0,B315 a, a 0,8385 0,8383
1,0 5413 0,8438 0, 8461 0,8485 o, 8508 0,835321 0,8554 a, 7 J,8598 0,8621
yELis 8643 0, 8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0, 8770 g, 0, BB10 0, 8830
1,2 BEas 0,8382 0,8888 0,8907 0, E225 0, 8944 0,8 a, 0,8337 0, 8015
T 0,8032 o, 5049 0, 8066 0,3082 0, 8098 0, 8115 0,9 g, 0,9162 0,8177
1,4 0,9182 0,9207 0,922z 0,3238 0, 9251 0, 9265 0,927 a, 0,8308 0,9319

3 0,933z 0,9345 0,2 a, 9370 0,3382 0,9394 0,9406 0, 0,9429 0, 9441
6 2 0, 9463 a,8 0,9484 0 5 0, 9505 0, 8515 a, 00,9535 0, 8545
7 4 0,8564 Q,8 0,98582 0 1 0,5599 0,9608 a, 31,9825 0,23533
L, 1 0,964% 0,9 0, 9664 0, 9671 0,3673 0,2686 a, 0,9699 8708
1,9 3 0,871% 0, 0,9732 o, 8738 0,5744 0, 9750 0,9756 0,976l 0, 9767
2,0 0,8772 0,9778 0,9 01,3788 0, 8723 0,3728 0,2803 0,9808 0,981z 0,9817
1 0,9821 0,9826 0,9 0,9834 o, 2838 0,9842 0,9846 0,2850 0,9854 0,3857
2 0,286l 0,9864 Q0,9 0,3871 0, 2875 0,9878 0,9881 0,2884 37,9887 0,8820
3 0,9883 0,9886 0,8 B 1 0, 3804 0,9906 0,8908 0,2811 0,9913 0, 9916
4 0, %818 0,5%20 0,8 a, 3 0, 9827 0,9929 0,9931 0,283z 0,9934 0,3938
3 g 0, 9240 0,8 0,2243 0, 2245 0, 9946 0,9948 a, 0,2951 o, 2
g 3353 0,28355 a,8 0,9957 0, 2859 0, 9980 0,8981 a, 0,95463 a, 4
7 0, 8%65 0,3288 0,8 0,3958 o, 2969 0,5970 0,9971 a, 3 0, 9973 a 4
g 0,9974 0,9375 0,9 20,9977 0, 2977 0,2978 0,9973 a, 3 0,9980 0 1
E o,888] 0,998z 0,9 0,3283 0, 2884 0,984 0,5985 a, 3 0,58988 o £
0 0,988 0,998 0,9 a, 78 |o,es882 |o0,9%886 |o0,99888 |o, 33 |o,%%8%6 |o
1 o,89% 0,89 a,9 3 |o,9es916 |0o,29%18 |o,895z21 |o, 2 |o,93928 |o
s, 0,92031 |uo,3 aQ, 8 |o,90940 |0,299942 |D,59344 |o, g |o,98942 |o 0
3 0,895z |0, 8985 a, 7 | o, 939858 |uo, o0 |o,99%61 |o, 2 |o,98982 |o 5
4 26 |0, 0824 o, o |o,93971 |0, 2 |o,82973 |o, 4 |o,e8975 |o 176
3 a77 |o, 90087 a, a |o,sz880 |o, 1 |o,90881 |o, 2 |o,98983 |0 23
3,6 sszsg |0, s88s o, g |o,es988 |0, 7 |o,99887 |o, g8 |o,99988 |C,=s88s
3,7 o,esz88 |o,es330 |o, o |o,ess81 |o, 0,90882 |o, 0,999z |o,29882
3,8 0,%9%23 |o,99333 |o, 3 |o g4 |0, 0,298%4 |o, 0,2%295 |o,e99es
3,8 o,8e285 |o,s838s |o, g |o s |o, 0,89898 |o, 0,99937 |o,893887
4,0 0,98037 |o,9%897 |o, 27 |o, 28087 |0,2%097 |o,29898 |o, 0,99008 |0, 99998

Déterminer P(Z <3,68), P(Z>0,72), P(1,13<Z<2,25) etP(Z<-2,74).

EXERCICES DE TYPE CONCOURS

EXERCICE 9 : EML 2006
: : e o . . . 1
1) Soit U une variable aléatoire a densité suivant une loi normale d’espérance nulle et de variance 3

a) Rappeler une densité de U.

. e . e s © 5y P T
b) En utilisant la définition de la variance de U, montrer que 1’intégrale J(: x%e ™ dx est convergente et que L: x’e ™ dx = % .
vx <0, F(x)=0
Vx>O,F(x):1—e’Xz
2) Montrer que la fonction F définit une fonction de répartition de variable aléatoire dont on déterminera une densité f.
3) Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.
Jn

a) Montrer que X admet une espérance E(X) et que E(X) = -

Soit F la fonction définie sur R par :

b) Déterminer, pour tout réel y, la probabilité P (X2 < y) . On distingueralescasy<0 et y>0.

¢) Montrer que la variable aléatoire X” suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre. En déduire que X admet une
variance V(X) et calculer V(X).



EXERCICE 10 : PRODUIT D’UNE LOI CONTINUE ET D’'UNE LOI DISCRETE

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
Soit& une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur {—1,1} , indépendante de X, c’est-a-dire que, pour toutk e S(Q) ,
pour toutt e R, P([g =k|n[X < t]) =P(e=k)xP(X<t).

Onnote Y =€X.
1) Montrer que Y admet une espérance et une variance finies, et les calculer.

2) A I’aide de la formule des probabilités totales, montrer que pour toutt e R, P(X <t)=P(Y <t). Que peut-on conclure ?

3) Montrer que les variables Y ete sont indépendantes.

EXERCICE 11 : EDHEC 2008

. o]
1) Montrer que I’intégrale J'O de est convergente et donner sa valeur.
I+x
. . . 1
2) On considere la fonction f définie par : Vx e R, f(X) =———.
2(1+[x])

a) Montrer que f est paire.
b) Montrer que f peut étre considérée comme une fonction densité de probabilité.

Dans la suite, on considére une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) admettant f comme densité.

On note F la fonction de répartition de X.

3) Onpose Y = In(1+|X]) et on admet que Y est une variable a densité, elle aussi définie sur I’espace probabilisé (Q, A, P) .
a) Déterminer Y (Q) .
b) Exprimer la fonction de répartition G de Y a I’aide de F.
o . ) e Zexf(ex—l)sixzo
¢) En déduire que Y admet pour densité la fonction g définie par : g(x)= .
0 six<0
d) Montrer enfin que Y suit une loi exponentielle dont on déterminera le paramétre.

EXERCICE 12 : EDHEC 2012
—ax?

On désigne par A, un réel strictement positif et on considére la fonction f, définie sur R, par Vx e R, f(x)= k|x| e

1) a) Montrer que f est paire.

b) Etablir que I’intégrale IO f(x)dx converge et donner sa valeur.

¢) Montrer que la fonction f peut étre considérée comme densité de probabilité d’une variable aléatoire X que 1’on suppose,
dans la suite, définie sur un certain espace probabilisé (Q,A,P) .

2) a) Justifier la convergence de I’intégrale J.OM xf(x)dx .
b) En déduire que la variable aléatoire X posséde une espérance, notée E(X) et donner sa valeur.

3) a) Montrer, grace a une intégration par parties, que I’intégrale J:oo x*f(x)dx converge et donner sa valeur.
b) En déduire que la variable aléatoire X posséde une variance, notée V(X) et donner sa valeur.
4) On pose Y = X* et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, elle aussi définie sur I’espace probabilisé (Q,A,P) .

a) Donner I’expression de la fonction de répartition F, de la variable aléatoire Y a I’aide de la fonction de répartition E de la

variable aléatoire X.
b) Déterminer une densité f, de Y, puis vérifier que Y suit la loi exponentielle de parametre A .

c) Retrouver alors sans calcul la valeur de V(X).



EXERCICE 13 : EML 2007
e . e , f(x)=e ™ six>0
1) On considére I’application f : R — R définie pour tout nombre réel x par : ) . Montrer que f est une
f(x)=0six<0
densité de probabilité.
On considére une variable aléatoire X admettant f pour densité.
2) On définit la variable aléatoire discréte Y a valeurs dans N de la fagon suivante :
L’événement (Y = 0) est égal a I’événement (X < 1)
Pour tout nombre entier strictement positif n, I’événement (Y = n) est égal a I’événement (n <X<n+ 1) .

. 1
a) Montrer, pour tout entier natureln: P(Y =n)= (1 ——] e,
e

b) Montrer que la variable aléatoire Y + 1 suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre. En déduire 1’espérance et la
variance de Y.

3) Soit U une variable de Bernoulli telle P(U=1)=P (U=0) = %

On suppose que les variables aléatoires U et Y sont indépendantes.

Soit la variable aléatoire T = (2U — 1)Y, produit des variables 2U — 1 et Y.

Ainsi, T est une variable aléatoire discréte a valeurs dans Z , I’ensemble des entiers relatifs.
a) Montrer que la variable aléatoire T admet une espérance E(T) et calculer E(T).

b) Vérifier que T> = Y*.

En déduire que la variable aléatoire T admet une variance V(T) et calculer V(T).

¢) Pour tout nombre entier relatif n, calculer la probabilité P(T = n).

4) Soit la variable aléatoire D = X — Y. On note E, la fonction de répartition de D.

a) Justifier : Vt e |-o0;0[, F, (t)=0 etVt e[l;+o[, F, (t)=1.
b) Soit t € [0;1[ . Exprimer I’événement (D <'t) 4 I’aide des événements(n <X <n+t),neN.

c) Pour tout nombre réel t € [O; 1[ et pour tout nombre entier naturel n, calculer la probabilité P (n <X<n+ t) .

—t
d) Montrer Vt € [0;1], F,(t)= i_e_]
—e

e) Montrer que D est une variable aléatoire a densité. Déterminer une densité de D.

EXERCICE 14 : EML

1) Montrer que ’intégrale Lm ! dx est convergente et donner sa valeur.
XVX
. ) six>2
On note f la fonction définie par f(x) = { x+/2x .
0six<2

2) Montrer que f définit une densité de probabilité.

3) On considére maintenant une variable aléatoire X admettant f pour densité.

a) Déterminer la fonction de répartition de X.

b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?

On considere trois variables aléatoires X, X,, X, , indépendantes, et toutes de méme loi que X.

4) On pose U = Inf (X,,X,, X, ) et on admet que U est une variable aléatoire.

a) Déterminer la fonction de répartition G de U.
b) Montrer que U est une variable a densité et donner une densité g de U.
¢) Montrer que U admet une espérance et calculer E(U).

5) On pose V = Sup(Xl,Xz,X3 ) et on admet que V est une variable aléatoire.
a) Déterminer la fonction de répartition H de V.

b) Montrer que V est une variable a densité et donner une densité h de V.
¢) V admet-elle une espérance ?



EXERCICE 15 : MINIMUM D’EXPONENTIELLE
Soit (Xl, wees Xn) n variable aléatoires indépendantes de loi commune exponentielle de paramétre A >0 .

1) Onnote T, = min(X,, ..., X, ) . Déterminer la loi de T, son espérance et sa variance.

2) Onnote V, =max (X, ..., X, ) . Déterminer la loi de V, .

EXERCICE 16 : D’APRES EDHEC 2018 E
On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé

(Q,A4,2) que ’on ne cherchera pas a déterminer.

X xp
. , . . . . —e 7/2251x20
Soit a un réel strictement positif et ' la fonction définie par : f(x) =4 a
0six<0

1) Montrer que la fonction f est une densité.
Dans la suite de [’exercice, on considere une variable aléatoire X de densité f.
2) Déterminer la fonction de répartition F, de X.

2

3) On considére la variable aléatoire Y définie par: Y = a
a

a) Montrer que Y suit la loi exponentielle de paramétre 1.

b) On rappelle qu’en Python, la commande numpy.random.exponential( %) simule une variable aléatoire suivant un loi

exponentielle de paramétre A . Ecrire un script Python demandant la valeur de a a I’utilisateur et permettant de simuler la
variable aléatoire X.

4) a) Vérifier que la fonction g, qui a tout réel x associe xzefxéa , est paire.

b) Rappeler I’expression intégrale ainsi que la valeur du moment d’ordre 2 d’une variable aléatoire Z suivant la loi normale de
parametres 0 et a.

¢) En déduire que X admet une espérance et la déterminer.

5) a) Rappeler I’espérance de Y puis montrer que X posséde un moment d’ordre 2 et le calculer.

(4—717)21'

b) En déduire que la variance de X est donnée par: V(X)= 5

On suppose désormais que le paramétre a est inconnu et on souhaite I’estimer.

6) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. On considére un échantillon (X, X,,...,X, ) composé de variables aléatoires

indépendantes ayant toutes la méme loi que X.

. et A 1< . .
On note S, la variable aléatoire définie parS, = 2_in . On dit que S, un estimateur de a.
k=1

a) On appelle biais de I’estimateur T, du parametre 0, la quantité : an = E(Tn ) —0 et un estimateur est sans biais si son biais

est nul. Montrer que S, est un estimateur sans biais de a.
b) Montrer que X* posséde une variance et que V (X2 ) =4a’.

¢) Si un estimateur T, de © posséde une variance et si b, est le biais de T, alors r; (6)=b3 +V(T,)est le risque quadratique

deT,. De plus, T, estun estimateur convergent de 8si lim r, (6)=0.

n—>+4o0 "

Déterminer le risque quadratiquer, (S, ) deS, en tant qu’estimateur de a. En déduire que S, est un estimateur convergent de a.



EXERCICE 17 : ESPERANCE ET ANTI-REPARTITION EDHEC
Partie 1 : Soit X une variable aléatoire, a valeurs dans R, , de densité f (nulle sur R ) et de fonction de répartition F. On

suppose, de plus, que la restriction de fa R, est continue. On pose, pour tout réel x positif, p(x ) = .[OX tf (t)dt.
1) Montrer, grace a une intégration par parties, que pour tout réel x positif, on a : (p(x) = .[OX [1 -F (t)} dt—xP (X > x) .

2) On suppose, dans cette question, que 1’intégrale J‘Om [1 -F (t)] dt converge.

a) Calculer ¢’ (x) et en déduire que la fonction ¢ est croissante sur R _ .

b) Montrer que @ est majorée et en déduire que X a une espérance.

¢) Montrer que : Vx e R,, 0<xP(X>x)< J‘Mtf(t)dt .

d) En utilisant le fait que X a une espérance, montrer que lim Im tf (t)dt =0.

X—>+00

En déduire lim xP(X > x), puis montrer que : E(X) = J'OM[I - F(t)] dt.

0six<0

Partie 2 : On considére la fonction F, définie par : F, (x)= <) . .
I-|1+—| e six20

n

1) Montrer que F, est la fonction de répartition d’une variable aléatoire T, a densité.
+o0
2) a) Montrer que, pour tout entier naturel k, ’'intégrale I, = IO x*e *dx est convergente.

b) Etablir quel,,, = (k +1)I, et en déduire que, pour tout entier naturel k, ona: I, =k!.

n
- . , n k
3) Utiliser la question 2) pour montrer que T, a une espérance et que E (Tn) = Zk I—=.
k=0

EXERCICE 18 :LOILOGNORMALE ESSEC 2012
On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et, si X est une variable aléatoire on note F,, sa fonction

de répartition. Soit m un réel quelconque et ¢ un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi log-
normale de paramétres (m, (52) si la variable aléatoire Y = In X suit une loi normale de parameétres (m, c’ ) . On écrit

X~ Ln(m, o’ ) .

1) Soit U une variable aléatoire qui suit une loi normale de paramétres (m, 02) . Montrer que V(a, b) eR" xR, T=aU+Db suit

une loi normale dont on précisera les parametres.

2) On suppose dans cette question que m = 0 et que X ~ Ln(O, (52) .
a) Exprimer la fonction de répartition F, de X en fonction de ®@ . En déduire que X est une variable aléatoire a densité et que la

1 exp[— (In x)2

six>0
fonction f définie sur R par : f(x) =< xo+/27 267 ] est une densité de probabilité de X.

0 si x<0

. . 1 0 1y
b) Etablir I’existence de E(X) et montrer que : E(X)=——| exp| —| —=-2 .
) X) q (X) c\/%L@ p( 2(02 dey

Puis en effectuant le changement de variable t = RANPS , calculer E(X).
c

¢) Soito un réel non nul. Montrer que X* suit la loi log-normale dont on précisera les paramétres. En déduire que X admet une
variance et que : V(X) = e” (e“z —1) .
3) On revient au cas général X ~ Ln(m, (52) .

a) Soitp un réel strictement positif. Montrer que pX suit une loi log-normale de parameétres (m +Inp, 02) .
2

b) Justifier ’existence de I’espérance et de la variance de X et établir les relations : E(X) = e 2 et V(X)= e (e“Z - 1) .



