RAPPEL PREPA ECG 2 MATHS APPLIQUEES

[ETUDE DES SUITES]

1 — DEFINITIONS : (RAPPELS)

1) Notion de suite : Soitn, un entier naturel. Une suite numérique est une fonction u définie sur un intervalle infini d’entiers
naturels. Donc a tout entier naturel n > n,, est associé un nombre réel notéu,, .

On peut dire aussi que c’est une liste infinie de nombres réels dont chaque terme u, est numéroté par son indice (ou rang) n.

2) Remarques : Dans la majorité des situations, le rang de démarrage n,, vaut 0 ou 1.

Ne pas confondre la suite (un) __ (tous les nombres qui la composent) avec le terme de rang n nommé¢ u, (un seul terme).
n>n,

On dit aussi que u, est le terme général en fonction de n de la suite (u,,)

n>n, :
Si on considére u, le terme de rang n, alors le terme précédent estu, et le terme suivant estu, . Ces trois termes sont

consécutifs.

2 — LES DIFFERENTES MANIERES DE GENERER UNE SUITE . (RAPPELS)

1) Suite définie par une formule explicite : Il existe une fonction f définie sur [n,;+o0] (intervalle réel) telle que u, =f(n). La

suite est explicitement définie grace a la fonction f donc de nombreuses propriétés de f peuvent donner directement des
propriétés de la suite.

Remarque : N’importe quel terme d’indice n peut étre calculé directement en remplagant n dans 1’expression de la fonction.

2) Suite définie par une relation de récurrence : Il existe une fonction f définie sur un intervalle I telle que pour tout x de I, f (x)

u,=a
est aussi dans | (f (I) c I) et il existe un réel a appartenant a I tels que la suite soit définie par 0 ¢ ( ) .
un+1 = un

Remarque : La fonction f est appelée fonction de transfert.
Le premier terme étant donné, chaque terme se calcule a partir du terme de rang précédent donc la propriété de stabilité de

I’image de la fonction (f (I) c I) est importante pour générer enticrement la suite.

Pour calculer n’importe quel terme de rang n, il faut obligatoirement tous les termes précédents.
Attention, les propriétés de la fonction ne se transmettent pas directement a la suite.

Méthode : Comment calculer des termes d’une suite explicite et d’une suite récurrente ? Comment représenter les termes d’une
suite dans un graphique ?

Suite explicite : Pour calculer les termes, il suffit de remplacer le rang n par la valeur voulue et de simplifier les calculs.
Pour représenter les termes, on construit un repére avec les rangs en abscisse et les termes en ordonnée et on place les points.
Attention, il ne faut pas les relier. Si la courbe de f est déja tracée, il suffit de représenter les points d’abscisses enticres.

Suite par récurrence : Pour calculer un terme de rang donné, il faut remplacer la variable de la fonction par le terme précédent.
On démarre donc a partir du premier terme et on les calcule tous jusqu’a arriver a celui voulu.

Pour représenter les termes, on peut utiliser indifféremment chacun des axes. Par contre, on placera le terme précédent sur
I’axe des abscisses et le terme suivant sur I’axe des ordonnées par commodité. Une fois le premier terme placé sur I’axe des
abscisses, on construit le terme suivant comme image par f sur 1’axe des ordonnées. Cette image doit désormais devenir une
abscisse. Pour cela, on trace la droite diagonale d’équation y = x et on renvoie 1’image sur I’axe des abscisses. On réitére le
procédé. Penser a la rengaine « la courbe-la droite ; la courbe-la droite ».
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5x—6

Application avec I'utilisation de la méme fonction : f définie sur R — {1} par f (x) = .
X —
a) Suite définie par une formule explicite : u, = f(n) : Déterminer I’expression de u, , le premier rang et calculer uy, g, u,4, -
. 5n—6 . . 5%x3-6 9 5x10-6 44 5x1000—-6 4994
Démonstration : Nous avons u, = .Comme n #1 alors la suite est définie pour toutn>2. u;=——=—; U4, =———=—ctu, = = .
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. Calculeru, etv, . Exprimer u_,, etv,_,

u, =15 v, =9
b) Suite définie par une relation de récurrence : Avec la méme fonction, [ ’ et [ 0
un+1 = f(un) Vn+l = f(VH)
Démonstration :
5x1,5—6 5x3—-6 9 S5u_,—6 5%x9—-6 39 S5x¥—-6 147 S5v._,—6
u=f(u)=—"—"2—=3;u,=1(u)= == =f(u,,)="—"22 ;v =1(v,)= =—v,=f(v,)=—"2—="" =f(v_,)=—22 .
1 ( O) 1,5_1 2 ( 1) 3-1 ) n+4 ( n+3) un+3_1 1 ( 0) 91 8 2 ( l) %_1 31 n-3 ( n—4) Vn74_1
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3 — VARIATIONS ET BORNES :

1) Définitions : Soit p un entier naturel,
a) Une suite (u, ) est croissante & partir du rang p si pour toutn >p , u, <u, ;.

b) Une suite ( est décroissante a partir du rang p si pour toutn>p , u, >u .

d) Une suite (u est majorée par le réel M a partir du rang p si pour toutn >p, u, <M.

n

u,)
¢) Une suite (un) est constante a partir du rang p si pour toutn>p , u, =u .

e) Une suite est (u, ) minorée par le réel m a partir du rang p si pour toutn >p, u, >m.

f) Une suite est (u, ) bornée par les réels M et m a partir du rang p si pour toutn >p, m <u, <M.

g) Une suite croissante (respectivement décroissante) est toujours minorée (resp majorée) par son premier terme.

Remarque générale : Les suites sont différentes des fonctions pour toutes ces définitions. Ce qui compte, c’est le dernier
comportement de la suite « a partir d’un certain rang », ce qui veut dire que la suite ne doit pas changer de comportement a
partir de ce rang. Ce qui se passe pour les termes avant ce rang ne nous importe peu car il s’agit d’un nombre fini de termes.
Heureusement, souvent la propriété est valable a partir du premier rang. Ensuite, on peut ajouter un caractére strict (par
exemple strictement croissante) en utilisant des inégalités strictes dans les définitions. Pour information, un majorant ou un
minorant ne sont pas des valeurs uniques (s’il en existe un, il y en a une infinité) et ne sont pas forcement des valeurs de termes
de la suite.

Remarque : Attention, toutes les suites n’ont pas obligatoirement une monotonie, ni une borne.

n . . n . . ,
Exemples : u, = (—2) est une suite sans monotonie, sans borne ; v, = (—1) est une suite sans monotonie, bornée en -1 et 1.

2) Méthodes :

a) Comment étudier une monotonie par signe d’une différence : On pose la différence u,,, —u, pour tout n, et on étudie son

signe.

Application : Soit la suite(u, ) définie pour tout n par u,,, = JU —letu, =—5 . On admet que la suite (u,) est majorée par

—3.. Montrer que la suite (u, ) est croissante.

Pour tout n, u,,, —u, >0 donc la suite (u, ) est croissante.

n+l

b) Etude d’une monotonie par étude des variations : C’est une méthode spécifique pour certaines suites EXPLICITES. On
étudie les variations de la fonction associée a la suite et la derniére monotonie de la fonction donne celle de la suite.

Application : Etudier la monotonie de la suite définie pour tout n, par u, = -n’ +5n-6.

Démonstration : La fonction associée est définie sur[O; +oo[ parf(x) = —x* +5x — 6. Etudions ses variations : ¢’est une

. - . b 5 5
fonction trindme avec a < 0 donc elle admet un maximum en x, = "2 = 5 = 5
a —_—

La fonction est décroissante sur [2;+c0[ donc 5
X 0 > +00

la suite est décroissante a partir du rang 2. 1

)

-X"2+5x-6

-6 -0
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¢) Etude d’une monotonie par comparaison d’un quotient a 1 : C’est une méthode spécifique surtout pour des suites sous

forme PRODUIT, PUISSANCE ou QUOTIENT et a termes de SIGNE CONSTANT. On pose le calculM pour tout n et on
u

n

le compare a 1. Le signe constant de la suite est important pour conclure la monotonie finale.

Application : Etudier la monotonie de la suite définie pour tout n, par u, =

3n+1 :
2n+l
. . u A . . . .
Démonstration : Pour tout n, —2L = T = preE ><2—n = 3 <1 . Cette suite est a termes strictement positifs donc pour tout n,
! 3n+1

u ,, <u, .Lasuite est alors décroissante.

d) Etude d’une borne par signe d’une différence : On pose la différence entre u, et la borne et on étudie son signe.

Application : Montrer que la suite définie pour tout n> 0 paru, =1—-— est majorée par 1.
n

, . 2 . ,
Démonstration : Pour toutn >0, u, —1=-— < 0alors pour toutn>0, u, <1. La suite est donc bornée par 1.
n

e) Etude d’une borne par étude des variations : On étudie les variations de la fonction associée a la suite et on compare les
extrema a la borne.

Application : Montrer que la suite définie au b) est majorée par 1.

. . . 1 . 1
Démonstration : Selon la question b, le maximum de f sur [O; +oo[ estz c¢’est-a-dire pour tout x € [0; +oo[ f(x) < 2 <1 alors

pour toutn, u, <1.La suite est majorée par 1. On aurait pu dire aussi que la suite est majorée parz.

4 — LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE :
Images mentales : Imaginons une échelle infinie. A quelle condition peut-on la gravir jusqu’en haut ? Imaginons des dominos
placés les uns derriere les autres verticalement. A quelles conditions tous les dominos vont-ils tomber ?

Idées : Nous devons tout d’abord étre capables de monter le premier barreau. Ensuite, pour un barreau arbitrairement choisi,
nous devons étre capables de grimper sur le barreau suivant. Dans ce cas, nous pourrons gravir 1’échelle a 1’infini.

Le premier domino doit tomber et n’importe quel domino qui tombe doit étre capable de faire tomber le suivant. Dans ce cas,
tous les dominos vont tomber a I’infini.

Principe : Considérons une propriété P(n) qui dépende des entiers naturels. Nous souhaitons montrer que la propriété P(n) est
vraie de maniére universelle ¢’est-a-dire pour toutn > n,(n, donné).

Méthode : Comment rédiger un raisonnement par récurrence ? Procédons en trois étapes :

Initialisation : On montre que la propriété est vraie pourn = n, . (premier rang, P(n0 ) vraie). C’est une vérification.
Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un certain entiern >n, (n quelconque et indéfini) (hypothese de

récurrence) et on montre que, grace a cette hypothése, la propriété est vraie pour 1’entier suivant n + 1. (P(n) vraie implique

P(n+1) vraie)

Conclusion : La propriété P(n) est initialisée et héréditaire donc elle est vraie pour toutn >n,.

Remarque importante : Lors de I’hérédité, on ne montre pas que P(n) est vraie, on ne montre pas que P(n + 1) est vraie, mais
on montre que supposer P(n) vraie nous permet d’établir que P(n+ 1) est vraie.
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Attention, on n’écrit pas dans 1’hérédité que P(n) est vraie pour tout n. C’est une erreur grave, qui traduit que le raisonnement
n'est pas compris.

n 1)(2n+1
Application : 1) Montrer que pour tout n>1 , Zk2 = M .
k=1
n 1)(2n+1
Démonstration : Posons la propriété P(n) : Zkz = m .
k=1
1 ! I(1+1)(2x1+1
Initialisation : Pourn=1, Zkz =1 =1let n(n+1)6(2n+1) = 1(1+1)(62X1+1) = 223 =1donc Zkz :%. La
k=1 k=1

propriété est vraie au rang 1.

n(n+1)(2n+1)

Hérédité : Supposons la propriété P(n) vraie pour un certain rang n =1 (HR) Zkz = et montrons alors que
n+l

) , 7 (n+1)(n+2)(2n+3)
P(n+1) est vraie. (;k = p .

asl n (HR) ? 1) n(2n+1)+6(n+1
S $i0 s (et WD) (@ eo(ns1)(0+)[n@n+1)46(n )]

k=1 k=1 6 6 6

Nt 2 n+l

Sk =(n+1)(2n6+7n+6).0r (n+2)(2n+3)=2n" +3n+4n+6=2n>+7n+6 donc > k* = (n+1)(n+62)(2n+3).
k=1 k=1

Alors P(n) vraie implique P(n + 1) vraie.
Conclusion : La propriété P(n) est initialisée et héréditaire donc pour tout n > 1, P(n) est vraie, c¢’est-a-dire
n n(n+1)(2n+1)

2 _
>k = 6 .

k=1

3u

n

u +1°

n

2) Soit(u, ) la suite définie paru, =1et pour toutne N ,u,,, =

n+l

a) Soit f'la fonction définie sur [1 ; 2] par f(x) = 3—X1 .
X+

i) Démontrer que f est croissante sur [1 ; 2].

ii) Démontrer que six [1;2] alorsf(x) e[1;2].

3

iii) Démontrer que pour toutx € [1;2], f(x) =3 7
X+

iv) Démontrer que pour tout x & [1;2], f(x)—x>0.

<2.

n+l —

b) Dans cette question on se propose de démontrer que pour toutne N, 1<u,  <u

i) 1°° méthode : avec une récurrence et des inégalités successives, en utilisant la question a) iii).
i) 2°" méthode : par récurrence avec les variations de la fonction de transfert de la suite en utilisant la question a) i) et ii).

c) Dans cette question on se propose de démontrer que la suite (u“ ) est croissante en utilisant la question a) iv).

. : : , o , 3(x+1)-3x 3
Démonstration : a) i) La fonction est dérivable sur [1 ; 2] etf'(x) = = 5 -
(x + 1) (x + 1)

3>0et(x +1)2 >0 pour tout x donc f'(x) > 0 sur [1;2] alors la fonction f est croissante sur [1 ; 2].

i) fétant croissante sur [1;2],si 1<x <2 alorsf(1)<f(x)<f(2) donclS%Sf(x)SZ.

Donc six €[1;2], f(x)e[1;2].
30 _3(x+1)-3 3x+3-3  3x

= =f(x).
x+1 x+1 x+1 x+1

iii) Mettons au méme dénominateur. Soit x € [1;2],3 -
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3x — +1 —x2_ —x? —-xX+2
iv) Soitx & [1;2],F(x)~ x = 3x X x(x ):3x X -x _—x +2x:x( X )
X +1 xX+1 x+1 X +1 X+1

Six>1 alorsx>0et x+1>2>0 ;si x <2 alors 0<—x+2 . En conclusion, par quotient et produit, pour tout x € [1;2] R
f(x)-x2>0.
b) i) 1" méthode : Posons P(n): 1<u, <u,, <2.

3
Ho =§.Ona: 1<u, <u, <2.Donc P(0) est vraie.

Initialisation : n=0. uy, =letu, =
u, +1

Hérédité : Supposons la propriété P(n) vraie pour un certain rang n (HR) 1<u, <u_,, <2 et montrons alors que P(n+1) est

n+l —

? ?
vraie. (lgu <u <2).

n+l = Yn+2 —

Selon (HR) 1<u, <u,,, <2alors avec la question iii), en ajoutant 1 ona: 1+1<u +1<u_, +1<2+1.Oninverse et le sens

1 1 1 1 i 3 3 3 3 .
change : —2 > ———>— . On multiplie par -3 et le sens change : —— < — <- <——.0On ajoute 3 :
2 u,+l u,,+1 3 2 u, +1 u , +1
3 3 3 . 3
3-=<3- <3- <3-1. Alors en conclusion, 1<—<u_ <u ,<2.
2 u, +1 u,, +1 2

Alors P(n) vraie implique P(n+1) vraie.
Conclusion : La propriété P(n) est initialisée et héréditaire donc pour tout n, P(n) est vraie, c’est-a-direl <u_  <u A <2.

ii) 2°™ méthode : Posons P(n) : 1<u, <u,, <2.
T 3u, 3 .
Initialisation : n=0. uy, =let u, = 1=3 Ona: 1<y, <u, £2.Donc P(0) est vraie.
u, +

Hérédité : Supposons la propriété P(n) vraie pour unrang n quelconque (HR) 1<u_ <u_,, <2 et montrons alors que P(n+1)

n+l = “n+2 —

? ?
est vraie. (ISu <u <2j.

Selon (HR) 1<u, <u_, <2alors comme fest croissante sur [1;2], f(1)<f(u

o S ) <f(u,,)<f(2)dou

3 L .
1< 5 <u,, <u,, <2.Alors P(n) vraie implique P(n+1) vraie.

n+l —
Conclusion : La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout n, P(n) est vraie, c’est-a-dire1<u_  <u , <2.
¢) Selon la question iv) pour tout X € [1;2] , f(x)—x20. Or selon les méthodes précédentes, pour toutn, 1<u, <2 alors

pour tout n, f(u,)=u, donc pour toutn, u,,, =u,.La suite est donc croissante.

n+l

5 — LIMITES DE SUITES :
Principe : Dans ce paragraphe, le rang n prend des valeurs de plus en plus grandes («n tend vers +oo ») et nous nous
intéressons au comportement des termes u, . Il y a deux situations différentes.

1) Définitions :
a) Limite finie : Soit (u, ) une suite. On dit que la suite (u, ) admet pour limite le réel ¢ ssi tout intervalle ouvert J contenant /
contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang. Si ¢ existe alors il est unique et on dit que (un) est convergente

vers ¢.Onécrit lim u, =/¢.

n—-+o00

Une suite qui ne converge pas est divergente.

M uﬂ "
€+l :
; I +
¢ S + +
. + +
€-rr -
|.
+ + +

+ 4 - ]
: - :

T T T T T T T T T T T T T T L L T
0f 1 N

(source Hachette)
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b) Limite infinie : Soit (u, ) une suite. On dit que la suite (u, ) admet pour limite 400 (resp. —oo ) si tout intervalle ouvert de la

forme ]A;—i—oo[ (resp. ]—oo;A[) contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang. On écrit lim u, = 400 (resp.

n—+00
lim u, =—o0). Une telle suite est divergente.
n—-+oo
tu, i
i +
A & oy i
L 1 L
T
I
+ = + E
+ !
o] T——————
(source Hachette)
¢) Remarque : Une suite peut ne pas admettre de limite. C’est encore un cas de suite divergente.
Exemple de suite qui n’a pas de limite : (— 1)“
2) Opérations sur les limites : 7
a) Limites usuelles :
Constantes : Soitke R. limk=k.
n—-+o0
Polyndémes : lim n=+oo ; lim n> =+4o0; lim n® =400 (p S N*).
n—+00 n—-+00 n—+00
Racine carrée : lim vn = +o0.
n—-+00
.1 1 . 1 o .o .1
Inverses: lim —=0 ; lim — =0 ; lim —==0 ; Cas général : Si lim u, =+ooalors lim —=0.
n—-+o0o n n—+o0 n n—-+4o0 \/H n—+00 n—-+4oo un
Principe 1 : Inverser une limite infinie donne une limite nulle."— — 0".
e 0]
Exponentielle : lim e" =+oet lime™ =0.
n—+0m n—>+o0
Logarithme : lim In(n) = +o0
n—>+o0
b) Régles de calculs : Voici les tableaux sur les opérations et les limites pour les suites.
i) Limite d’une somme : L et L’ sont deux nombres réels. Si n tend vers +00, alors :
Si u, apour limite L L L +00 -0 +00
Siv, apour limite L +00 -0 +00 -0 -0
Alors (un + Vn) a pour limite L+L’ +00 -0 +00 -0 On ne peut pas
conclure

Principe 3 : Le bon sens : des limites finies s’additionnent, une limite infinie I’emporte par addition sur une limite finie et on

peut ajouter des infinis de méme signe.
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i) Limite d’un produit : L et L’ sont deux nombres réels. Si n tend vers +00 alors :

Siu, a pour limite L L>0 |L>0 |L<0 |L<0 |+ +00 -0 0
Siv, a pour limite L’ +00 -00 +00 -0 +00 -0 -0 +o00
On ne peut
Alorsu, xv, apour limite LL’ +00 -0 -0 +00 +00 - +00 pas
conclure

Principe 3 : Le bon sens : des limites finies se multiplient, les limites infinies se multiplient et une limite infinie I’emporte par
multiplication sur une limite finie non nulle.

Principe 4 : La regle des signes est essentielle et fonctionne avec les limites de produits.
iii) Limite d’un quotient :

Cas ou le dénominateur admet une limite non nulle : L et L’ sont deux nombres réels. Si n tend vers + 00 alors :

Siu, a pour limite L L +00 +00 -0 -0 +oo

Siv, apour limite L’#0 +o0 L’>0 L’<0 L’>0 L’<0 +o0

Alors g pour limite L 0 +00 -00 -00 +00 On ne peut
v, L' pas conclure

Principe 1 : Inverser une limite infinie donne une limite nulle."— — 0"
(e8]

Principe 3 : Le bon sens : des limites finies se divisent & condition que la limite du dénominateur soit non nulle et une limite
infinie au numérateur 1’emporte sur une limite de dénominateur finie non nulle.

Principe 4 : La régle des signes est essentielle et fonctionne avec les limites de quotients.

Cas ou le dénominateur admet une limite égale a 0 : L est un nombre réel non nul. Si n tend vers +00 alors :

Siu, apour limite L>0 L>0 L<0 L<0 0
Si . 0 en restant|0 en restant|0 en restant|0 en restant
v, a pour limite . _ . — 0
positive negative positive negative
u .
Alors — a pour limite +00 -0 -0 +00 On ne peut pas
v, conclure
. . e . <4 . , . a1 "
Principe 2: Inverser une limite nulle donne une limite infinie, dont le signe est a déterminer par une étude de signe. ° —®©

Principe 4 : La régle des signes est essentielle et fonctionne avec les limites de quotients.

PRINCIPE 5 : Il y a quatre situations & bien connaitre ou on ne peut pas conclure la limite d’une opération tout de suite. Il faut
débloquer la situation. Ce sont les quatre formes indéterminées que nous étudierons au paragraphe 3.

Méthode : Comment inverser une limite infinie ?

La suite est sous forme de fraction. Il faut montrer que le numérateur a une limite finie et que le dénominateur a une limite
infinie. Le résultat final est donc une limite nulle.
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2
Application : Déterminer lim ———
n—+o0 n + 2[1

lim n? = 400 gmme 5
Démonstration : lim2=2eR et "7 = lim n* +2n = +oo alors par quotient, lim ———=0
>+ lim 2n =400 nohe x>t T 4210

n—+o

Meéthode : Comment déterminer le signe final d’une inversion de limite nulle ?

On calcule la limite du numérateur pour obtenir un nombre réel non nul dont on analyse le signe. Ensuite, on montre que la
limite du dénominateur est nulle. Puis on étudie le signe du dénominateur au voisinage de +co . On conclut une limite infinie
dont le signe est donné par la régle des signes.

Applications : Déterminer lim
n—>-+o
n n’

Démonstration :

. S S | 1 1
lim-3=-3<0 et lim —= lim — =0 alors par somme, lim —+—-=0.1ly a une inversion de 0 donc étudions le signe de

n—>+o0 n—>+0 1) n—>+o 1 n—>+0 1) n

1 1 .. . 1 1 1 1
—+— au voisinage de +oo . Si n —+00,n>0donc —>0et—->0alors—+—>0.
n n n n n n

Avec larégle des signes et par quotient, lim
n—+o

= —00 ,

2
n n

3) Les formes indéterminées :

a) Définition : Une forme indéterminée correspond a un cas ou on ne peut pas conclure tout de suite sur la limite d’une suite
car il y a plusieurs possibilités. II faut donc faire des calculs supplémentaires pour la débloquer et conclure. Il ne faut pas
confondre une forme indéterminée avec la possibilité qu'une suite n’ait pas de limite.

0 00 , . . . .
Iy a quatre formes "+o0+(-)" , "0x 00" "6" "—". Les méthodes suivantes s’appliquent majoritairement sur des suites
00

explicites et il existe d’autres méthodes que nous verrons dans la legon sur les fonctions.

b) Méthode : Comment débloquer "+ oo+ —o0" ?

Meéthode 1 : Il faut factoriser tout le terme général de la suite par un « terme prépondérant » (qui n’est pas forcement un facteur
commun donc ne pas oublier de diviser et penser a simplifier) puis calculer la limite de chaque facteur, puis du produit obtenu.

Application : Déterminer lim 5n* —7n+3.

n—>+o0

Démonstration : 5n* —7n+3=n’ [5 —Z+i2] .
n n

lim n’ = +occet lim [5 _Z+%] = 5> 0 alors par produit, lim 5n* —=7n+3=400.
n n—+o0

n—-+o00 n—+oo n

c¢) Méthode : Comment débloquer "—" ?

‘8|8

Il faut factoriser les « termes prépondérants » du numérateur et du dénominateur (qui ne sont pas forcement des facteurs
communs, ni les mémes) puis il faut simplifier. Ensuite on calcule la limite de chaque facteur, puis du quotient obtenu.

5
-3
Application : Déterminer a) lim ——— et b) lim —n
n—>+ow H -4 n—>+wo 4n —2n— 1
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Démonstration :

75 73 Slmpllﬁcatlon 1 . 4 . 1 . .
a) zn = 1 “xr— 1 gim 5—é =-5; lim |[I-—|=1let lim —=0 alors par produit puis
n° —4 2 4 n 4 n—-+00 n n—+oo n n—+0
L ==
n
quotient, lim ——— —5n -3 =0.
n—+w n -4
51’15 _ 31,1 nS {5 - )34] Simplification [5 o j‘] 3
5 = = n’x——=2_ lim n’ =400 ; lim S5——|=5>0et
4n —2n—1 2 2 1 2 1 n—-+o00 n—-+o00 X
n(4———— 4————
n n n n
- 5n° -3
lim |4— E Lz =4 > (alors par produit et quotient, lim # =+00 .
n—-+o00 n n n+0 4n? —2n —1

4) Comparaisons entre suites et limites :
Principe : Certaines limites ne sont pas calculables directement. Alors on va comparer la suite étudiée a d’autres suites qui ont
des limites connues.

a) Théoréme des gendarmes (ou d’encadrement) : (admis)

Soient (un) , (Vn) et( )tr01s suites qui vérifient a partir d’un certainrang, u, <v,_ <w_ et lim u, = lim w, =LouL est
n—+00 n— 400
unréel alors lim v, =L.
n—-+4oo
’
x
3
X
U)o « (W)
2 . x
x ® "
R ST S . S R S-S S SN T T S S S
R - * . - - - 0 £ E3 £3 + * +* ? 3 * 1

Remﬁrgue : Ce théoreme établit deux résultats sur la suite : elle est convergente et sa limite est connue.

u, —L|<V etsi lim v, =0alors lim u, = L.

n—+o00 n—+oo

b) Corollaire : L est un réel. Si a partir d’un certain rang,

Meéthode : Comment utiliser le théoréme des gendarmes ?

On montre que la suite (un) est encadrée entre deux autres suites a partir d’un certain rang. On calcule la limite de la suite qui
est inférieure : elle doit convergente vers un nombre réel L. Ensuite, on calcule la limite de la suite qui est supérieure : elle doit
étre convergente vers le méme réel L. Dans ce cas, le théoréme nous dit que (un) est convergente et admet pour limite L.

(=)

n

Application : Etudier la limite de la suite définie pour tout n par u, =

1 (=)' 1
Démonstration : Pour tout n> 0, —1<(-1)" <1 alors——< (=) <—

n n
lim (=)

no>+o N

. 1 .1 C
.Comme lim ——= lim — =0 alors selon le théoréme
n—+oo n n—+w N

=

=0.

des gendarmes,
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¢) Théorémes de comparaison :

Soient (u, ) et(v, ) deux suites telles que u, < v, a partir d’un certain rang :

1) Si lim u, =+oo alors lim v, =400 ;de méme, si lim v, =—ooalors lim u, =—o0.
n—+o0 n—+o00 n—+o00 n—-+oo

i) Si lim u, =LeRetsi lim v, =L'eRalors L<L'.
n—+o00 n—-+4o00

iii) Si lim u, =L€Ret si(u,) est croissante alors pour tout n, u, <L. De méme, si lim u, =LeRet si(u,) est

n—+o0o n—-+oo

décroissante alors pour toutn, L <u,_ .

Application : Etudier la limite de la suite définie pour tout n par v, =3n+1+ (—1)n .

Démonstration : Pour tout n, —1<(-1)" <ldonc3n+1-1<3n+1+(-1)" <3n+1+1c’est-a-dire 3n <3n+1+(-1)" <3n+2.

Comme lim 3n =+ et pour toutn, 3n <3n+1+(-1)" alors par comparaison, lim 3n+1+(-1)" =+o.
n—+oo n—o+

Remarque générale : Ces théorémes ne sont pas trés compliqués a utiliser. La différence entre les deux tient dans le fait que le
théoréme des gendarmes concerne des limites finies alors que le deuxiéme théoréme concerne des limites infinies. Nous nous
rendrons compte que la principale difficulté de ces résultats sera surtout d’établir les inégalités entre les suites, car cela
demandera de connaitre les nombreuses régles de comparaisons des expressions algébriques.

5) Convergences de suites monotones :

a) Théoréme (admis) :

Si une suite est croissante et majorée alors elle converge.
Si une suite est décroissante et minorée alors elle converge.

Attention : Ce théoréme ne donne pas la valeur de la limite mais seulement son existence. Il est d’une importance capitale et
apparait a coup sir dans les sujets.

b) Théoréme :
Toute suite croissante non majorée a pour limite +oco.
Toute suite décroissante non minorée a pour limite —oo .
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