CHAPITRE 7 PREPA ECG 2 MATHS APPLIQUEES

[NTEGRATION GENERALISEE A UN INTERVALLE QUELCONQUE]
PRE-REQUIS DE PREMIERE ANNEE :
Fonctions : limites, continuité, dérivabilité, classes, primitives, valeur absolue.
Intégration : Intégrale d’une fonction sur un segment, propriétés de I’intégrale, intégration par parties, changement de variable,
fonction définie par une intégrale.

1 — INTEGRALES IMPROPRES :
1) Le paradoxe « de la peinture » : Peut-on peindre un mur infini avec un nombre fini de pots de peintures ?
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Démonstration :

2) Définitions :
+00
a) Soit f une fonction continue sur [a;+oo[ avec a un réel de I’ensemble de définition de f. On dit queJ. f(x)dx est impropre

a

ou généralisée en +oo .
+00

A +00 A
On dit que f(x)dx converge si et seulement si lim J. f(x)dx existe et est finie. On obtientJ. f(x)dx = lim j f(x)dx .
a A—>+oda a A—>+oda
Sinon on dit qu’elle diverge.
a
b) Soit f une fonction continue sur ]—oo;a] avec a un réel de I’ensemble de définition de f. On dit queJ. f(x)dx est impropre

ou généralisée en —oo .

On dit que r f(x)dx converge si et seulement si Alim I ’ f(x)dx existe et est finie. On obtient I ’ f(x)dx = Alim J.af (x)dx .
— —-0dJd A —o0 —>-0JA

Sinon on dit qu’elle diverge.

¢) Soit f définie surR .

+00 a +00
I f(x)dx converge si et seulement si I f(x)dx etJ. f(x)dx convergent quel que soita € R arbitrairement choisi.
—0 —00 a

Remarque : On ne traite pas dans la méme intégrale plusieurs bornes ou l'intégrale est impropre. Ce travail de découpage est
essentiel. (Voir relation de Chasles)

e) Etudier la nature d’une intégrale impropre consiste a étudier sa convergence ou sa divergence.
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Exemple-Méthode : Comment établir la convergence d'une intégrale en une borne ou elle est impropre et la calculer ?

On commence par établir rapidement la continuité de la fonction a intégrer et on fait remarquer la borne pour laquelle
l'intégrale est impropre. Si on nous demande de calculer l'intégrale, aprés convergence, cela veut dire que, dans la majorité des
cas, le calcul d'une primitive sera possible d'une maniére ou d'une autre. On se servira de cette primitive pour établir la
convergence et le calcul. Pour cela, on pose une borne variable, 1a ou se situe le probléme, pour se ramener sur un segment, on
réalise les calculs sur le segment a l'aide de la primitive choisie puis on fait tendre la borne variable vers la borne
problématique. Si la limite obtenue est finie, 1'intégrale converge et cette limite est sa valeur. Sinon l'intégrale diverge.

(1) Etablir la convergence et calculer la valeur de l'intégrale J‘:O te ' dt

+00
1

(2) L'intégrale j In(t)dt converge-t-elle ?

Démonstration :

f) Si f est une fonction continue sur un segment [a;b], l'intégrale .[b f (t)dt est définie (elle n'est pas impropre) et donc elle

converge.

g) Pour tout réel a, les intégralesJ‘ 0dx , J‘ 0dx et J. 0dx convergent et valent 0.

h) Soit f une fonction continue et positive sur [a;+oo[ avec a un réel.
+00 . . X .

J. f(x)dx converge <> La fonction F définie sur [a;+oo[ parF(x) = J. f(x)dx est majorée sur [a;+oo[ .
a a

On en déduit un résultat équivalent sur |-oo;a].

i) Théoréme : Si '[Om f(x)dx converge avec f paire ou impaire alors .[_m f(x)dx converge.

De plus, en cas de convergence, si f est paire, J‘_m f(x)dx = 2.[0+m f(x)dx et si f est impaire, J‘_W f(x)dx=0.

Remarque : Nous ne voyons que quelques cas particuliers des intégrales impropres dans le cadre du programme. En effet, la
notion d’intégrale impropre peut étre étendue vers des bornes réelles pour lesquelles la fonction n’est pas définie.

Exemple : j In(t)dt estimpropre en 0.
0
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3) Intégrales de référence :

a) Intégrales de Riemann : Soita>0etaeR .

+o ] +o ] .
J. —dt converge < a >1 d’ou J. —dt diverge < o <1.
a tOL a tOL

Démonstration :

+00
b) Intégrales d’exponentielles : Soit a e R . J. e “*dx converge< a>0.
0

I x—p
. | | SR
c) Intégrale associée a la loi normale : Soitp e R et o> 0 alors J. ——e 2\ ©

2
j dx converge et vaut 1. La fonction utilisée
- gv/27

est la densité de probabilité de la loi normale N ( I 02) .

4) Propriétés des intégrales impropres : Ce sont les mémes que pour les intégrales simples, SOUS RESERVE DE
CONVERGENCE.

a) Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur [a;b[ (ou Ja;b]ou Ja;b[ ) avec a unréel et b — +o0(ou a —» —o0 etb

un réel ou a — - etb — +o).

J.bf(x)dx converge < Vce[a;b[ (ou Ja;b] ou ]a;b[),J.cf(x)dx et Ibf(x)dx convergent,

b c b
Dans ce cas, J. f(x)dx=J‘ f(x)dx+J‘ f(x)dx.

a a

b c b
Remarques : I f(x)dx diverge < 3ce(a;b[ ou Ja;b] ou ]a,b[,J- f(x)dx diverge ou J. f(x)dx diverge.
a a C

Attention, lorsque ¢ ¢ [a;b[ (ou Ja;b] ou ]a;b[) , il se pose des problémes de convergence supplémentaires. Donc, nous

éviterons ce genre de choix.

Exemple-Méthode : Comment utiliser la relation de Chasles ?

Si la fonction est continue sur le domaine et qu'il y a deux bornes ou l'intégrale est impropre, on découpe l'intégrale en deux
avec la relation de Chasles, de maniére arbitraire (ou de maniére imposée selon les exercices) et on étudie la convergence des
deux intégrales.

On peut étre amené a utiliser la relation de Chasles pour obtenir une des intégrales de référence du cours.

(1) Soit la fonction définie sur R par f (x) =e M . Btudier la convergence de J:m f(x)dx et calculer sa valeur.

Démonstration :
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Remarque : on peut aussi traiter cet exemple par parité, ce qui est plus rapide.

b) Linéarité : Soit f une fonction continue sur [a;b[ (ou]a;b]ouJa;b[ ) avec a un réel et b — +oo(ou a — —o et b un réel ou

a—>—wetb—+m).
b b b
Si les intégralesj‘ f(x)dx etJ. g(x)dx convergent alors VA € R , J. f(x)+2g(x)dx converge et

Lbf(x) +2g(x)dx = Lbf(x)dx +7\.J.abg(x)dx ,

b b b
Attention : la réciproque est fausse. Ce n'est pas parce que J. f(x)+g(x)dx converge que J. f(x)dx etJ. g(x)dx
a a a

COnVergent.
Cont ple : =L L= (Tode=0 ¢ pourtant [ Ldt et — [ Ldt di t
ontre-exemplie J‘] z_? = J.1 = COnVerge (& pou an .l.l ? et — .l.l ? IVergen .

¢) Positivité et croissance : Soit f et g deux fonctions continues sur I =[a;b[ (ou Ja;b] ou Ja;b[ ) avec a un réel et b — +0 (ou

a— —oo etbunréel ou a > —coetb —> +xo).

b b
i) Si f est positive sur I et si J. f (x)dx converge alorsJ. f(x)dx>0.
a

a

Remarque : on a un résultat équivalent si f est négative sur I. Pour résumer, si la fonction garde un signe constant sur le
domaine d’intégration alors I’intégrale convergente sur ce domaine garde ce méme signe. Par contre, on ne peut rien conclure
si f change de signe sur L.

b b b b
i) Si Vx e Lf(x) < g(x) etsiles intégralesJ. f(x)dx etj g(x)dx convergent alorsj. f(x)dx < J. g(x)dx . (Croissance)
a a

a a
a b
d) Attention : la propriété —I f(x)dx = J. f(x)dx n’est généralement pas autorisée avec une intégrale impropre.
b a

5) Techniques de calcul, exemple-méthode : Comment utiliser I’intégration par partie ou réaliser un changement de variable ?

L’intégration par parties et I’utilisation d’un changement de variable sont possibles mais par contre ces techniques ne
s’utilisent pas directement sur des intégrales impropres dans le cadre de notre programme. D’abord on se raméne a une
intégrale définie sur un segment a 1’aide d’une borne variable, on utilise le changement de variable ou I’intégration par partie
sur le segment puis on passe a la limite pour la borne variable.

+00
(1) Montrer la convergence et calculer '[0 xe “dx .

(2) Montrer la convergence de [ te" dt .
g 1
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Démonstration :

2 — INTEGRALES IMPROPRES DE FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX :

Soit fune fonction définie sur un intervalle I telle que f posséde un nombre fini de points de discontinuité (ak )1 <<y dans L.

Cela veut dire que sur chacun des intervalles de la forme ]ak ¥: +1[ , la fonction f est continue, lim f(x) et lim f(x) existent
X—>ay X—>ay,

x>ay X<ay,

et sont finies. Donc f se prolonge par continuité en f, sur [ak;ak +1] .

: . Ay ay
On dit que f est continue par morceaux sur I. Dans ce cas, J. f(x)dx = J.
A a

n—lal
"t (x)d tJ'f dx = Ik“f dx .
0dx et | £Godx =D | (o

Dans cette situation, I’intégrale de f sur I est faussement impropre.

Exemple-Méthode : Comment étudier une intégrale impropre d’une fonction continue par morceaux ?

On découpe I’intégrale de f selon les points de discontinuité et on étudie la convergence de chaque intégrale obtenue.

0 sixe ]—oo;O[

-2x

. Etudier la convergence de +Oof dx .
e si x [0;+00] . vere .Lo (x)dx

(1) Soit la fonction définie sur R parf(x)= {

Démonstration :

3 — THEOREMES DE COMPARAISON POUR LES FONCTIONS POSITIVES :

Soit f et g deux fonctions continues (ou continues par morceaux) et positives sur [a;+oo[ (ou |-o0;a]) avec a un réel.

1) Comparaison globale : Si au voisinage de +o (ou de - ), 0 < f(x) < g(x) alors :

J.erg(x)dx converge = rwf(x)dx converge. (ou J.a g(x)dx converge = r f(x)dx converge).
a —o0 —0

a

rwf(x)dx diverge = rwg(x)dx diverge. (ouJ.al
a

a —00

f(x)dx diverge= J.a g(x)dx diverge).
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2

2
+00  ——
Exemple important : Montrons la convergence de I’intégrale de GaussJ‘ e 2dt ?

2

t
On admettra que j e 2dt=+2m.

2

t
(1) a) Montrer que f:t+> e ? est paire.
. t
b) Montrer que pour tout t &[40, 0<e * <e 2.

2

4o~
¢) Exploiter les deux premicres questions pour établir la convergence de j e 2dt.

—o0

Démonstration :

2) Comparaison locale par négligeabilité : Sif =o(g) (ouf =o(g)) alors:

+00 —

J.erg(x)dx converge = rwf(x)dx converge. (ou J.a g(x)dx converge = r f(x)dx converge).
a —o0 —0

a

J‘mf(x)dx diverge = 'rmg(x)dx diverge. (ou'[a f(x)dx diverge= J.a g(x)dx diverge).

a

3) Comparaison locale par équivalence : Sif ~ g (ouf ~ g) alors ;
+o0 —o0

a

J‘mf(x)dx etJ.Mg(x)dx sont de méme nature. (ou J.

a
a a —0 —

f(x)dx etJ.

g (X) dx sont de méme nature)

00

Attention : les intégrales ne sont pas équivalentes en cas de convergence.
4) Comparaison série-intégrale : Si une fonction f est continue, positive et décroissante sur [a;+oo[ ,ou a e R, alors la série de

+o0

terme général u, =f (n) est de méme nature que l’intégrale_[ f (x)dx .

Remarque : Ce théoreme permet justifier la nature des séries de Riemann : Lorsque oo > 0, t > t—aest positive et décroissante
+00 1 & 1 ~ b

sur [1; +OO[ donc J. —dtet Z— sont de méme nature selon la valeur de o par rapport a 1.
1 td ~ n(l

4 — CONVERGENCE ABSOLUE :

Soit f continue (ou continue par morceaux) sur [a;b[ (ou Ja;b] ou Ja;b[ ) avec a un réel et b — +o0 (ou a — —oo et b un réel ou

a—>-—wetb—>+w).

b b
1) Définition : On dit que I f(x)dx converge absolument si et seulement siJ. |f (x)|dx converge.
a a
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b b
2) Théoréme : J. f(x)dx converge absolument = J. f(x)dx converge. (La réciproque est fausse)
a a

Lbf(x)dx < Lb|f(x)|dx .

b
3) Inégalité triangulaire : SiJ‘ f(x)dx converge absolument et sia <b alors
a

Remarque : Dans la formulation de ce cours, ’hypothése a < b est évidente.
La convergence absolue s’établit la plupart du temps par découpage de I’intégrale pour gérer la valeur absolue.
La notion de convergence absolue sera essentielle pour établir I’existence d’espérances dans le cadre de notre chapitre 8 ;
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